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SESSION 2009

CLASSES DE TERMINALE

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques_non imprimanteavec entrées unique par clavier sont autoriséesek
calculatrices permettant d’afficher des formulaire ou des tracés de courbe sont interdites. Leur
utilisation sera considérée comme une fraude. (CEirculaire n° 5990/0OB/DIR. du 12.08.1988).

Il sera tenu compte pour I'appréciation des copies de la présentation, de la clarté et de la
précision de I'argumentation.

PROBLEME-| (05 points)

On donne dans I'espace trois droites (D), (D’)))(@ncourantes en O et non coplanaires.
Sur chacune d’entre elles, on prend trois pointx @deux distincts, AB;, G avecil1{1, 2, 3} et
Ai(D);BU(D); GUO(D.

On suppose que= 2 __1L + 1 et les relations analogues sur les droites (O{p6t
OA OA OA
2 1 3
1) Trouver tous les plans (8; C) telsque i +j+ k =6 aveci, j etk élémentg{dg 2, 3 }. (01pt)

2) En munissant I'espace d'un repére convenablemerisicldéterminer les équations cartésiennes de
chacun des plans trouvés au 1). (02,5pts)

3) En supposant que trois des plans trouvés au Ijropodint commun, montrer que tous les plans
(Ai B; G ,i+]+k=6, sont concourants. (01,5pt)

PROBLEME-II (15 points)

On donne les définitions suivantes :
1) Une partie non vide E du plan (P) est dite conversgue :
si A et B sont deux points quelconques de E, aldiB [1 E.

2) Epigraphe d’'une fonction : f étant une fonction nugque d’'une variable réelle, on appelle épigraphe
de f, 'ensemble des points M(x,y) du plan (P) mdiain repére orthonormal (d,, ]), tels que
y = f(x), et on note Ep(f) = {M(x,y)J(P) / y= f(x)}.

3) Fonction convexe : Une fonction f & versR est dite convexe lorsque Ep(f) est une partie camve
du plan (P) ; f est concave lorsque -f est coavex
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A. On se propose de montrer que :
[f convexe] = [O(X1,X2) O Df x Df, O\, 1) O R™x R, A+ = 1= f(AXp+UX) < Af(X1) + pf(x)]

1) On suppose f convexe et on considere deux poin(s;Mx1)) et Mx(x2,f (X2)) appartenant a la
courbe (©).

a) Montrer que [MM;] O Ep (f). (0,5 pt)
b) Soit M le barycentre de {(MA) ; (M2,1-A)}, A OO [0,1] . (0,5 pt)
Montrer que M Ep(f) et en déduire queN; + (1-A) X2) < A f(x1) + (1-A) f(X2)

En déduire que si f est convexéx, O Df; Ox, ODf, OA=0,0u=0, avecA + u =1, alors x; +
HXg) < Af(Xq) + pf(x).

2) On suppose qued (X1, X)) O Df x Df, DA =20,0u=0,siA+p=1

alors fAxy + ux) < A f(x1) + 1 f(x).

Soit My (X1, y1) U Ep (f), Mz (X2, ¥2) U Ep (f).

Pour tout point M (Xx,y) du segment [MM,], montrer qu’il existeA dans [0,1], tel que M soit le
barycentre d¢(M1,A) ; (M2, 1 -A)}.

En déduire que MI Ep(f) et que f est convexe. (0,75 pt)

B. 1) Montrer que quels que soient A(a,f(a)) et B8)) points de Etels que a < b, f est convexe si et
seulement siJ x O [a,b], f(x)< d(x), y = d(x) étant I'équation réduite de |la dediAB). (0,75 pt)

2) Montrer que si f est convexe alors :
O(X1,X2....., %) O Df x DfX...xDf, O (A1, A2, ooy An) OR" X RX..... X R, SIAL + A2+ 4N = 1,

n
mms(Zij ZN“ ) (0,5 pt)
i=1 i=1
C. Soit f une fonction définie sur un intervallddR. Soit a un élement de |
On consideére la fonctionupl-{a} - R telle que O xOI-{a}, p«X) = i) - Za)

On se propose de montrer que :
f est convexe sur | si et seulement segt croissante sur {a}, pour tout a de |.

1) .On suppose f convexe.

Soit x; O 1, X2 O 1, X3<Xz, X un élément de xxg[

a) Montrer qu’il existeh dans ]0,1] tel que x & X1 + (1-A) Xa. (0,25 pt)
b) En déduire queld x; O 1, dx, O 1six <X alors:
) —f(xq)  f(x5) —f(xq) f(x5) —f(xq)  f(x,) —f(x)
72 I (1) et que —2 72 ). (0,5 pt)
X = Xq Xo = Xq Xo = Xq Xo =X

oot dtdl sia<t<t,montrer que: (B pa(t) < pa(t).
Sit <t <a, montrer que (2» pa(t) < pa(t).
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Sit<a<t, montrer que : (B @) _I(t) < f(tt? _:(t) et que
a — —
2)= f(t ) - f(t) < f(t ) -f(a) ' (0,5 p)
t -t t—a
En déduire quel tO I, Ot O, si t<t alors p (t) < pa(t).
Conclure.

3) On suppose que,pst croissante sur {a}, O alll.
O (x1, X2) O 12, si % < % et xO ]x1, %[, on sait qu'il existe\ 0]0,1[ tel que X A X; + (1-A) Xo.

T i) — ),

X2 7%
En déduire que f est convexe.

Montrer que f(xx f(x1) +

D. Soit f une fonction convexe définie sur ]@[+croissante et non constante sur |®].+

1) Soit: p: x> p(X) :M.
x-1
Montrer que p est croissante sur |&[+ {1}. (0,25 pt)
2) Montrer gu'’il existe a dans ]0eof - {1}, tel que f (a) f(1) et que p (a) > 0. (0,5 pt)

3) Onsuppose x>1etx>a.
Montrer que f(x (x -1) p (a) + f(1) et que |3 f(X) =+ 0. (0,5pt)
X > +00

E. 1) On suppose f dérivable sur un intervalle Rdgsoit all I.
En utilisant le B. montrer quedtO L, t<a=pa (1) <f ()

OtdLt>a= pa(t)=f(a). (0,75 pt)
2) a) On suppose f dérivable et convexe sur I.

Quels que soientpet % dans |, comparerp(xz) et [, (X1) (0,25 pt)
Si xa<xz, montrer que f(x) < px, (x2) et i, (x1) < f'(x2) (0,25 pt)
En déduire que f' est croissante sur I. (0,25 pt)
b) On suppose f dérivable sur | et f' croissantel su (0,75 pt)

Quels que soientpet % dans I, soih dans] 0,1 et X A X3 + (1-A) Xz,

avec % < Xp.

- Montrer que X< X < %.

- Montrer qu’il existe ¢ dans] x, x [, tel que : f(x) —f(X) = (x-x1) T (c1) et gu’il existe ¢
dans] x, %[, tel que : f(¢) — f(X) = (% — X) f'(co).

f(x) - f(xl) . f(x2) - f(x)

X—Xl X2—X

- Montrer que et en déduire que f est convexe sur |.

On vient d’établir donc que [f convexe et dérivable I] = [f dérivable sur | et f
croissante sur I].
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3) On suppose f deux fois dérivable sur I.
a) Montrer que f est convexe sur | si et seuleraent” (x) > 0, [J x[J 1. (0,5 pt)
b) Montrer que f est concave sur | si et seulersent” (x) < 0,0 x O 1. (0,25 pt)

4) Soit f dérivable sur I.
a) En comparantgx) et f(a), montrer que si f est convexe sur k) (€t au-dessus de toutes ses
tangentes. (0,25 pt)

b) Réciproquement supposons f dérivable sur | et (@) est au-dessus de sa tangente (T) au
point A(a,f(a)), pour tout a dans |.

Montrer que T alll,O0b0O|I, f(b)=f(a) + (b - a) f(a) et f(a)= f(b) + (a - b) f'(b). (0,5pt)
En déduire que (b - a)' [b) — f(a)] = 0 et que f est convexe sur I. (0,25 pt)

F.1) Montrer que Ox O [0, g], 2 <sin X< x;
'IT

OxOR, &22e?-1. (0,5pt)
2) Montrer que la fonctionso x"**est convexe sur [0,0¢f, 0 n O N*. (0,25 pt)
En déduire quel n O N*, x™*— (n+1)x + n= 0. (0,25 pt)

3) a) Soient XX, ...., %, des réels strictement positifs. La moyenne aritiqué de X, xo, ..., X, est

1/n
n n n
a= 1 > Xos leur moyenne géométrique est gi=TU x; =[ TC x; et leur moyenne harmonique h
nNi=1 Q/ i=1 i=1

n
vérifie 1 = 1 Zi.

ni=1x,
: 1n 1n
Montrer que la fonction In est concave et qﬁez In(xi) <In o > X, |- (0,25 pt)
i=1 i=1
En déduire que g a et que kK g< a. (0,25 pt)
ntl n-l
b) Montrer quednd N*, Ox >1, X' —=1=n| X 2 _x 2 | (0,5pt)

4) Etant données f convexe Riret g convexe et croissante gurmontrer que gof est convexe fur

(0,5 pt)
5 Soitf:R - R 1 ; montrer que si Inof est convexe, alors f estvean. (0,5 pt)
6) Soit f convexe et majorée dRr; soit p,: Ja, +o[ - R avec p(x) = M;(a)
X —

a) Montrer que ;3 Pa(x) =0 et en déduire quétx > a, p (x) < 0 et que f est décroissante
X > +00

surR. (0,5 pt)
b) Soit g : x— g(x) = f(-x)
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Montrer que g est convexe et majorée et en déduied est croissante sRr. (0,5 pt)

c) Déduire de ce qui précede que toute fonctiovexa et majorée sIR est constante siR.
Montrer que cette propriété n’est pas vraie suf]fen considérant
f:x B f(X) =-In(1+x). (0,5 pt)

7) Soit f convexe sur ]0,0d.
a) En utilisant la fonctionyg ]1, 4o - R

f(x) - f(1
X pr (x) = w
Xx-=1
et f(x) = 69 ~ (1) . x-1 + f(1) , montrer que :
X Xx-=1 X
o f(x) lim  f(x)
lim X} —41s, ou —0R (0,5 pt)
X = +00 X
X — +oo X
, f(x)
im 2 _
b) On suppose qug e X ¢, ¢ OR

Soient x et y tels que 0 < X <y ; sojt:gx, +o[ - R

te pdt) = —f(tz - i(x).

Montrer que |im Px(t) = ¢ et en déduire que la fonction
t — +oo

h: x+— h(x) = f(x) - £ x est décroissante sur ]Gf: (0,5 pt)



