SCIENCE EN HERBE MATHS TERMINALE S1 & S3

SERIE N°1-1: LIMITES, CONTINUITES ET DERIVATION

Exercice 1 : Etudier les limites suivantes
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Exercice 2 :

f(x)=xE(i), si x € R—{0}
f(0)=1

1) Montrer que f est continue en 0. Etudier la dérivabilité

Soit la fonction f définie par : {

2) Etudier la continuité de f en % avecp ENetp =2

3) Etudier la continuité de f en 1.
Exercice 3 : ,

Soit f(x) = %\/m pourx # 0 et f(0) =

1) Etudier la continuité de f.

1) Soit a et b deux nombres réel
a) Etudier la limite d
b) Détermineraetb

représentativ

2) Détermi esr our que la fonction g soit continue sur son domaine :

mvVx? + 3 — 2m|x|
glx) = 71

gx)=2x3+px+1 six=1
tion définie par: f(x) = xzsin%

silx| #1

oit f la f
I'on peut prolonger f par continuité en une fonction g définie sur RR.
iner f’ et g'. g’ est-elle le prolongement par continuité de f’ sur R.

2) Deét

Exercice 6 :

1) Déterminer le nombre de solution de I'équation :
(E):x?=x3+ %

2) Déterminer un encadrement a 1072 prés de chacune d’elles

3) En déduire le signe de la fonction f(x) = —x3 + xz—L

27
Exercice 7 : On considére I'équation (E): |x\/1 - x| = m
1) Démontrer (E) admet trois squtions X1, X5 et x5 telles que:
——<x1<0 0<x2< <x3<1
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2)

3)
4)

On pose u; = %(xi - g) ,i € {1; 2; 3}. Démontrer qu’il existe un unique réel 8; €
[0; ] tel que u; = cosb;

Démontrer que 84, 8, et 85 sont solution de I'équation : cos36 = %

En déduire les solutions de (E).

Exercice 8 : Soit f continue sur [0; 1] telle que f([0; 1]) < [0; 1]

1)
2)
a)
b)
c)

Démontrer qu’il existe qu’il existe un réel a € [0; 1] tel que f(a) = a

On suppose f dérivable sur [0;1] et |f'(x)| < 1,V x € [0;1] .
Démontrer que a est I'unique solution f(x) = x sur [0; 1]

Montrer que ce n’est pas toujours le cas si la condition n’est pas remplie.
Soit (uy,) la suite définie par u; € [0; 1], up4q = f(uy)

Démontrer qu’il existe un réel k € 10; 1[ tel que : |up4q — a| < klu,, — |
En déduire que (u,) converge.

Exercice 9 :
Soit f:[0; ] — [—1;1] et

X — COoSXx

g:]-35[—R
X — tanx

1)
2)
3)
a)
b)

c)

Montrer que f et g admettent des bijections réciproquesirespectivement arccos et arctan.
Déterminer les dérivées de arccos et arctan.

Montrer que :

V x € [-1;1], on a:arccosx + arccos(—x)'=

V x € [—1;1],0n a: arccosx + arcsinx=

e

1
V x € ]0; +o0[, on a: arctanx + arctan

Exercice 10 :
Soit f la fonction définie par f(x) = sin®x

1) Expliciter pourquoi on peut'choisir I = [0;%] comme domaine d’étude.

2) Démontrer que la restriction de’f a I admet une fonction réciproque f 1.

3) Déterminer I'ensemblé sur lequel’yf L est dérivable et montrer que : (f 1) (x) =

Vxvi-x

Exercice 11 :

Soit f(x) = o
1) Déterminer le domaine de définition de f et expliciter pourquoi on peut prendre
I = [0; %[comme domaine d’étude.
2) Etudier lesivariations de f tracer sa courbe.
3). Montrer f estwne bijection de I vers J a préciser.
4) L’applicatiofiréciproque f ! de f est-elle dérivable sur J ?
5)"Dansle cas ou f ~1 est dérivable, montrer que : (f71)'(x) = L

xVx2-1

Exercice 12 :

Soit f la fonction définie par: f(x) =

1)
2)

1
coS2x

w7

Montrer que f est deux fois dérivable sur [ = ]_Z Z[

Montrer que pour tout x € I, on a: f"(x) + f(x) = 3f ® (x)

Exercice 13 :

Soit f la fonction définie par: f(x) =

1)
2)

x2 1
Déterminer lesréelsaetbtels:quevx € R—{-1;1}, f(x) = — Tt

x+1
n  nPp(x)

Justifier que f est n fois dérivable et f ™ (x) = (1) 2z # 0ol P, estun

polyndme de degré n a préciser.
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Exercice 14 :

1)

Préciser dans chaque cas, si la fonction f satisfait sur I = [a; b] aux conditions du théoréme
des accroissements finis. Si oui déterminer explicitement les réels c tels que :

fb)—f(a) =B —-a)f'(c)
f(x) =2x — sinx, I = [0; ]

=2x?, six<1
{f(x) 3; Six 1 =1[0:2]
fx)=x>+2,x>1
Soit f(x) = x — cosx
Démontrer que I'équation f(x) = 0 admet une unique solution a € ]g;%[

Montrer qu’il existe un réel c € ]a;%[ telque: f G) = G - a) f'(©)
Montrer que f'(c) > g, en déduire que :%— ;f G) <a< g

Démontrer que quelque soient lesréelsa et B tel que: 0 < f < a < Zoona:

a— a—
zﬁ < tana — tanf < Zﬁ
cos*p cos‘a

[\S)

Exercice 15 : Soit f (x) = 2cosx — cos2x

1)
2)
3)
a)
b)
c)
d)

Justifier le choix de l'intervalle I = [0; 7] comme domaine'd’étude
Etudier les variations de f sur .

Soit g la restriction de f a I.

Montrer que g réalise une bijection de I vers J a préciser:

Etudier les variations de g et tracer sa courbe.

Calculer (g71)'(v2), (g™1) (— %) et (g~ 1)'(D)
Calculer cos(g™1(¢t)) et sin(g~1(t)).en fonction de.t.

Exercice 16 : On consideére la fonction f définie de [0; g[ vers R par f(x) = Vtanx

1)
2)
3)

4)
5)

Etudier les variations de f

Montrer que : V x € ]0: g[,f’(x) = [+ fEE)] (zfl(X))

Montrer que f admet ufié-bijection réciproque f ~! dont on précisera le domaine de
définition.

Préciser sur quel énsemble f 1 est-elle dérivable ? et déterminer (f ~1)'(x)

Tracer les courbes de f.et de f 1.

Exercice 17 : Soitg la fonction définie par : g(x) = x /:—x

1)
2)

3)
4)

Etudiércomplétementyg. (tracer sa courbe C, repére orthonormé (0; T; 7°)unité 8 cm
Montrer que giest une bijection de Dy vers un ensemble a préciser. Tracer la courbe C' de
g—l

Déterminer,l’abscisse x, du point d’intersection autre que O de Cet C’

Déterminer et représenter I’ensemble des points M(x; y) du plan tels que :x3 + xy? — y% =
0

Exercice 18 : Soit f |a fonction définie par :

f)=x+|x2—x|, six>0

2)
3)
4)

5)

f(x)=x\/xxz, x <0

Etudier la continuité et la dérivabilité de f sur son domaine.
Donner la nature des branches infinies de la courbe de f.
Etudier la position relative de la courbe de f par rapport a ses asymptotes.

Etudier les variations de f et tracer sa courbe représentative.

Soit g la restriction sur [ = ]—00; \/;

Montrer que g réalise une bijection de I vers J a préciser.
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6)

Exercice 19 : Soit f,, la fonction définie par : f,, =

La fonction g~ est-elle dérivable sur J ?
Donner les variations de g~ et préciser les branches infinies a sa courbe.
Donner une équation de la tangente a (Cg—1 ) au point d’abscisse —/3

, - V2
Donner I'expression g~1 sur [0; 7]

Tracer les courbes (C, ) et (Cg-1 )

x%+3x+4m

—————— et (C,,) sacourbe représentative
x2+(5m+1)x+3 ( m) P

dans un repére orthonormé (0; U; )

1)
2)
3)
4)
5)

Montrer que toutes les courbes (C,,,) passent par trois points fixes.

Déterminer m pour que (C,,,) coupe son asymptote horizontale en au point P.d’abscisse ;
Donner le nombre de points d’intersection de (A;):avec (A;):y = tx

Montrer que les points d’abscisse x tels que f"(x) = 0 sont alignés.

La droite (A;) coupe (C,,) en deux points A et B distincts de 0. Détefminer I'ensemble des
points I milieu de [AB]

Exercice 20 :

1)
2)
a)
b)
c)
3)

Exercice 20 : On considere la fonction f définie de RversRpar: f(x) =1+

En utilisant I'inégalité des accroissements finis montrer que ¥»x =0 oma.: — %< sinx < x
Soient f et g deux fonctions définies sur R.

Montrer quesiV x = 0,f'(x) < g (x) alors f(x) — f(O) <g(x) — g(0)

En déduirequeVx = 0,0na:1 ——< cosx < 1+—

Montrer que les inégalités obtenues en b) sont vrales pour toutréel x

2
. s Iy X .
On sait que cosx < 1, on conservera donc les inégalités 1 = >3 < cosx < 1. Appliquer

suffisamment de fois le processus précédent pour montrer que pour tout réel x on a:
2 4 4-
X X

= ___< <1-—-=—4=—
1 > 4' o = cosx 1 2+

x
V1+x2

1) Justifier que pour tout réelé;, il existedin unigue réel o € ]—g; %[ tel que x = tana

2) Onposeg(a) = f(tana).

a) Déterminer g(a) sous la forme'la plus'simple.

b) Montrer que g est une bijection de ]—;; %[ vers un intervalle J a préciser.

c) Endéduire que fest une bijection de R vers l'intervalle J.

3) Soit la fonction ¢ définiewpar : p(a) = tana — g(a)

a) Montre que l'équation (a) = tana, a € ]—%; %[ admet une solution unique dont on

donneraune valeur@pprochée a 0,1 prés.
b) En déduire larésolution de I'équation : f(x) = x. Donner une valeur approchée de la
solution a 0;1 prés.

Exercice21.: On'consideére la fonction f définie sur I = [0; +oo[ par: f(x) = x;i-'x_il .

1) Etudier les variations de f sur I.

2) Soit’F la primitive de f sur I tel que F(0) = 0. On ne cherche pas une expression F(x).

a) Pourquoi peut-on affirmer I'existence de F sur [ ?

b) Quelles sont les variation de F sur I ?

3) On définitsurl les fonctions HetK par: H(x) = F(x) —x et K(x) =F(x) — %x

a) Etudier les variations de H et K sur [

b) En déduire que pour toutx = 0, on a :%x < F(x) < x. En déduire la limite de F en +4oo.

4) Démontrer que I'équation : F(x) = m admet une unique solution a vérifiant: 7 < a < %n
Exercice 22 :

1) On considére la fonction g définie de Rvers Rpar: g(x) = 2x + 1 — %cotannx
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a) Déterminer le domaine de définition de g.

b) Pourtoutn €N et Vx € [n;n + 1[, on désigne par g, la restriction de g l'intervalle
In;n + 1[. Démontrerque, Vn €N et Vx € In;n+ 1[: g,(x) = go(x —n) + 2n

c) Etudier les variations de g, puis celle de g,, pour n € N*

d) Démontrer que g, est une bijection de |n; n + 1[,vers un intervalle a préciser.

e) En déduire le nombre de solution de I'équation g(x) = 0 dans [n;n + 1[.

2) On considére la fonction f définie de R vers R par f(x) = =[1 — (2x + 1)cosmx]

1
4
a) Démontrer que pour tout x non entierona: f'(x) = Gsinnx) gx)

b) Etablir le tableau de variation de f sur |n;n + 1]
NB :on distinguera les deux cas n pair et n impair

. . 1 1 1
c) Démontrer que pour tout x réelon a: —ZX < fx) < ZX+3
d) Tracer la partie de la courbe de f correspondante a x € [0; 5]

_y2 a2
Exercice 23 : Soit f(x) = %et o(x) = 1-sin"x

2+sinx
1) Etudier les variations de f et montrer que (Cf) admet un centre'de symétrie.

2) Déterminer 'ensemble de définition de ¢ et calculer (7 — ).
3) Expliquer pourquoi on peut prendre pour domaine d’étude [—g; g]
4) Donner les variations de f’ sur [—1; 1], préciser I'imagede [—1; 1] par f'.

5) Montrer que ¢@'(x) = f'(sinx)cosx

. e s . . T T
6- a) Montrer I'existence et I'unicité d’une racine unique a de ¢’ sur ]— > E[

b)Montrer que sina = —2 + /3 et en déduire lavaleun@xacte de ()

7) Etudier les variations de ¢ tracer sa courbe sur [O; g] (unité 10 cm)

8) Montrer que @(x) = x admet une unigue solution x, dans [0; g]

9) Montrer que x, est la seule solution de ¢(x) = x dans R.
10) Soit (uy,) la suite définie pardty = 0 etaV nE€AN, u, 1 = @(uy)

, 1
a) Démontrer que Vn € Nju,, € [0; E]
b) Montrer que u,,.1 — Xg etu,, —%, sont de signes contraires.

2 . .
c) Montrer que |un+1 =Xg 0= 3 |lup— xo || en déduire la convergence de (u,)
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