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MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques non imprimantes avec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formulaires ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraude.(CF.Circulaire n® 5990/OB/DIR. du 12 08 1998)

CORRECTION

Les solutions proposées par la commission d’examen ne sont que des indications.
Un candidat peut tres bien en donner d’autres et méme de meilleures.
Le correcteur se fera donc un devoir d’explorer toutes les pistes proposées par les candidats.

Correction de ’exercice 1.

1. A étant le symétrique de F' par rapport a (D), on a d(A, F') = 2d(A, D), le point A est donc
sur (H); et comme la droite (AF) est perpendiculaire a (D), A est un sommet de (H).

Soit H le milieu du segment [F'A]. Les points F, A’, H et A appartiennent a une méme perpen-
diculaire a (D).

Un point M est un sommet de (#) ssi il appartient a 'axe focal i.e a la droite (FH) et FM =
2HM. .

Cette dernicre relation signifie que FM? = 22HM? ou (FM — 2HM)(FM +2HM) = 0.

Les deux vecteurs FM — 2HM et FM + 2HM sont donc orthogonaux et puisqu’ils sont co-
linéaires, un de ces deux vecteurs est nul (et 'autre non nul).

— —
Comme FTZl = 2]?4, on doit avoir FA' = —2HA’; donc
— —
FA = 2A'F+2FH
R
= 2AF+ FA car H est le milieu de [F A]

Par conséquent

Le point € est le milieu du segment [AA'].
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La construction des asymptotes n’est pas demandée. *

2. a. Un point M du plan d’affixe z = x + iy appartient a (C) ssi OM = OF i.e |z| = |a| ou
ZZ = aa
Un point M du plan d’affixe z = x + iy appartient a (H) ssi AF = 2 d(M, D) i.e |z — a| = 2|y|
1 2
ou (2 —a)(z —a) = 4[§(z - z)] .
i
Finalement M appartient & (H) ssi (z —a)(z —a) + (z — 2)? = 0.
. , . . .| 2Z—aa = 0
b. Un point M du plan d’affixe z appartient a (C) N (H) ssi { (c—a)F—a)+(:—2)? = 0
Dans la premiere relation, tirons Z en fonction de z, mettons cette valeur dans la deuxieme rela-
. .oq. 2 , . . N . 2z — aa
tion, multiplions par z* et développons ; alors M appartient & (C)N(H) ssi A asd — alas + ala?
Puisque le point A dont l'affixe est a appartient a (C) N (H), a est solution de chacune des deux
équations. On peut donc mettre z — a en facteur dans le polynome 2* — az® — a?az + a?a® comme
le suggere la question posée.
En procédant par identification ou par division euclidienne, on trouve

2 —az® — d*az + a*a’ = (z — a)(2® — a*a)

par conséquent
ZZ —aa
Me@)nH) < { (z—a)(* —a%a) = 0

On peut donc prendre k = a%a

c. Puisque k = a%a, |k| = |a]®* =r®, argk = arg(a®) + arg(a) =20 —0 =0 et k=13 ¢

a est une solution de I’équation z — a.

L’équation z* — a?a = 0 est équivalente & 2% = 3¢ soit z = re!@T20/3 ¢ c 7,

Cette équation a donc trois solutions : z; = re®/3, zy = reil0+2mM/3 ot 2y = peil®+4m)/3 ot comme
pour tout p € {1, 2,3}, 2,Z, = r* = aa, les trois complexes z, sont bien solutions du systeme.

0

1
1. Leur réunion a pour équation (x —a)? — §(3y —b)2 =0 dans le repere de l'exercice avec F(a,b)

o
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Pour montrer que les points M, ayant pour affixes les z, forment un triangle équilatéral il suffit

Lo Rl T %2 ; i
de vérifier que =—= = /3 ou e~7/3
21— 23
_ 10/3 __ Li(0+2m)/3 _ a2im/3 in/3 L—im/3 __ ,iw/3 ;o
-z e e _1-e _ ¢ e e _ omin/3 2isin(m/3) _ in)3
21 — 23 ei0/3 _ @i(0+4m)/3 1 — edin/3 e2im/3 o=2im/3 _ a2im/3 2 SIH(QW/S)

Remarque 1.

1. Lorsque 'on prend comme origine O l'intersection de (F'A) et de (D), alors arg F' = 7/2 ou
—m/2 et A est confondu avec I'un des M,

2. Les trois complexes z, vérifient 21 = 21.1, 20 = 217 et 20 = 2152 avec j = e2im/3,

Ni, Ny et N3 étant les points d’affixes respectives 1, j, 2, le triangle M; MsMsy est I'image du
triangle Ny N3N par la similitude de centre O de rapport |z| = r et d’angle arg z; = 6/3.

Puisque le triangle Ny N3 N3 est équilatéral, il en est de méme du triangle My MsMs.

Correction de ’exercice 2.

1. a. uz = 3780.

b. 2" et 14" sont des nombres pairs, 3 x 7" produit de nombres impairs, est impair ; donc u,, est
un nombre pair.

c. uz = 3780 = 22 x 33 x 5 x 7; u3 est donc divisible par 2, 3,5 et 7. Oui 2, 3,5 et 7 appartiennent
a k.

2. a. Les valeurs possibles de m sont 1,2,7, 14

b. 14 x mP~2 =mn x mP~2 =n x mP~L.

p étant premier et strictement supérieur a 7, est premier avec m ; donc, d’apres le petit théoreme
de Fermat m?~! =1 [p]. On obtient, en multipliant par n :

4 xmP?2=nxmP ! =np

En appliquant ce résultat a m = 2, 7 puis 14, on en déduit modulo p :

du, o= (14x2P72) +3x (14 x 77 2)+ (14 x 14P72) = 14=7+3x2+1-14=0

c. Puisque p divise 14u,_5 et qu’il est premier avec 14, il divise u,_o d’apres le théoreme de
Gauss; donc p € &.

d. 2,3,5 et 7 appartiennent a &£ et si p est un nombre premier strictement supérieur a 7, il
appartient aussi a £.

& est donc I'ensemble de tous les nombres premiers.

Correction du probleme.

Partie A
1. Un réel z appartient a 'ensemble Dy de fssi 14+x > 0 et x # 0; donc Dy =|—1,0[U]0, +o0l.
Un réel non nul zy de Dy est contenu dans un intervalle Iy ne contenant pas 0.

1
Dans un tel intervalle, la fonction f est le produit des fonctions continues x +— —, z +— In(1+4x);
x

la fonction f est donc continue sur I et en particulier au point .
Pour étudier la continuité de f au point 0, on peut écrire :

In(1
x—0, #£0 x—0, #£0 xT

= 0= f(0),

la fonction f est donc continue sur 0.
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2. a. Pour tout élément x de |0, +o00[ et tout v € [0,z] on a :

0<u?<a?
u? x?
& 0< <
1+u = 14w
x U2 x 1,2 ) x 1
= 0< du < du=x du
Ol-l—u2 o 1+u o 1+u
1 [/* o1
s OS—/ 11 du§x/1+ du On a divisé par le réel z > 0
x Jo U 0 U
Pour tout élément x de | — 1,0[ et tout u € [z,0] on a :
0<u?<a?
2 2
o 0 wo_ .z
_16Lu_1+u
u2 0 2 0
= Og/ dug/ d :xz/ U
. L4+u . 1+u . 1+u
1[0 W? ° 1 )
& 0> — du > x du On a divisé par le réel x < 0
z J, 1+u . L4+u

1 [* u? |
& 02——/ Y duz—x/ du
z Jo 1+u o 1+u

1 [* u? o1
= Og—/ Y duﬁx/ du
T 01+U 01+U

b. On a par réduction au méme dénominateur :

2 1 — 2 2 1
Vu €] — 1,400, 1 —u+ = v
14w 14+u 14+u
On en déduit pour tout x dans | — 1, +o0o[ et par intégration :

| 1 z 2
/ du::p——x2+/ v du
0 1+u 2 o 1+u

1(1+) 12+/$ u2 d
n r) =T — =T u
2 0o 1+u

i.e

enfin en divisant par z s’il est non nul :

1 1 [* u?
S du.
f(z) 2x+x/0 T W

c. On déduit des questions précédentes que le taux d’accroissement 7 de f en 0 s’écrit :

_f@)—f0) 1 1/x u?
Ve e Dy, x#0=1(x) = —0 - 2+x20 1+udu

La deuxieme relation de la question 2.a. s’écrit aussi

1 T 2 T 1
Ve € Dy, v #0 = Og)—/ Y du)ﬁ’x/ du’
z)o 14+u 0o 1+u

1 [* 2 T
_2/ Y du’ﬁ’/ du’
T 0 1+U 0 1+U

du a pour limite 0 quand x tend vers 0, le théoreme

et on en déduit en divisant par |z| :

Vee Dy, 2 #0= 0<

o1
Puisque la fonction fonction x — / —
o 1+u

x 2
des gendarmes permet de dire que lim — / ¢ du = 0.
e—0tx? Jo 14 u
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1
Par conséquent, hI%T(ZL‘) =3 f est dérivable au point 0 et f'(0) = —3
T

La tangente Ty a (C'y) au point d’abscisse 0 a pour équation

y=F0)x—0)+ f(0) iey= 5o+ 1;

1 1 T 2
et on a pour tout x non nul de Dy : f(x) — (_596 +1) = —/ 11 du > 0. Donc la courbe (Cf)
x Jo u

est au dessus de sa tangente Tp.
d. Un réel non nul zy de Dy est contenu dans un intervalle I ne contenant pas 0.

1
Dans un tel intervalle, la fonction f est le produit des fonctions dérivables z — —, x — In(1+x);
x

la fonction f est donc dérivable sur Iy et en particulier au point zg.
Comme on sait déja que f est dérivable au point 0, on peut conclure que f est dérivable sur Dy.

3. a. La fonction g est dérivable sur D, =] — 1, +0o0] et

1 1 T

T 14z (I+a22 (1422

Ve € D, ¢'(x)

Voici le tableau de variations de g.

r |—1 +00

0
g (x) - 0 +
g(x) \

o/

On constate d’apres le tableau de variations que la fonction g est positive dans D,.

1+xx—ln(1—|—x)

b. La fonction f est dérivable sur Dy et Vo € Dy, x #0 = f'(x) = 5 ==
x x

f'(x) est donc < 0 car elle a le méme signe que —g(x) pour x # 0.
La fonction f est alors strictement décroissante dans Dy.
Voici le tableau de variations de f.

T —1 +00

+00

f@) \

0

c. lim f(z)=0, Enillf(:p) = +00

TH—>+00

4. Comme limlf(:p) = 400 la droite d’équation x = —1 est une asymptote de C.
T —

La fonction f est décroissante et de limite 0 quand x tend vers 400, par conséquent, elle est
strictement positive (Voir aussi son tableau de variation); la courbe (Cy) est donc au dessus de
I’axe des abscisses.

5. Voici la courbe C
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Partie B

1. La fonction f étant décroissante dans Dy, on a pour tout a et b tels que a < b et tout « dans
l'intervalle [a,b], f(b) < f(x) < f(a) ce qui entraine par intégration :

/abf(b) iz < /:f(x) iz < /abf(b) do

ie
b
b= af®) < [ f@)de <0 f(@)
En appliquant cette relation aux réels a; = R k entier compris entre 0 et 5 on obtient :

<%H—nwﬂ%ﬂ>s/”“ﬂmdxsmﬂmwﬂ%x

puis par sommation :

et la relation de Chasles entraine

1 1 13
g;f(ak-i—l) < /0 f(z) dz < g;ﬂak)

soit

(1+0.91 4 0.84 + 0.78 + 0.73)

[Sa e

1 1
=(0.91+0.84 4 0.78+ 0.73 + 0.69) < / flo) do <
0

finalement

1
0.79 < / f(x) dz < 0.85
0

L’aire demandée est donc comprise entre 0.79 u.a et 0.85 u.a

1
Le logiciel Texgraph donne / f(z) de = 0.82246703376263
0

2. a. Pour tout z strictement positif on a :

1 In(1 + x) 1 1 x
_ — _ — ~(1n(1 _
f(@) 14+ T 14+ :p(n( ) 1
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b. Soit ¢ un réel strictement positif. En intégrant la relation précédente on obtient :

/Ot(f(x)_l—i—%> dx >0

t t 1
/Of(l‘)de/OH—xde‘Zln(l—f—t)

t
Or quand t tend vers 400, In(1 4+ t) a pour limite 400 donc lim / f(z) de = 40
0

1.e

t——+00

3. a. La fonction h est strictement croissante dans | — 1,0] car sa dérivée x +— —In(z + 1) est
strictement positive dans cet intervalle; donc Vo €] — 1,0], h(x) €la, h(0)] avec a = zli)rzllh(x) =0
et h(0) = 1. Par conséquent, on a bien h(z) €]0, 1].

b. Si z appartient 2‘1] -1, ——}, alors —1 > — > —2 et multipliant par le réel strictement négatif
In(x 4+ 1) on obtient 0 < —In(z + 1) < f(z) Sx—an(x +1).

Soit ¢ un élément de } -1, _5]

La relation )

Va E] - 1,—5}, 0< f(z) < —2In(z+1)
s’écrit 1
Vo e] 1, _5}, 0< f(z) < 20/ (x)

et en l'intégrant on obtient :

0< /t_mf(x) de < Q/t_l/Qh’(x) dr = 2[h(a)| " a(n(1)2) - h(t) <2

t

La fonction F' est donc bien majorée (par exemple par 2.)
c. Pour tout entier naturel non nul n on a :

Upit — U = /0 f(2) dx—/o f(z) do

~141/n+1 —1+1/n
—1+41/n
= / f(z) dzx relation de Chasles
—141/n+1
est positive car f est positive dans | — 1,0]; donc la suite (v,) est croissante.
0
v, = / f(z) dx
—141/n
—1/2 0
= / f(x) dz + (x) dz relation de Chasles
—1+1/n ~1/2 .
= F(-1+1/n)+ M avec M = f(z) dx
~1/2
< 2+ M d’apres le c.

La suite (v,) est donc majoré (par exemple par 2 + M); et comme elle est croissante, elle
converge.

OJ



