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Premier Probleme
I : Moyenne de Cesaro d’une suite
1. Soit € > 0, comme la suite (x,)nen tend vers [ lorsque n tend vers l'infini, on a

dn; e N* (n2n1)2>|:cn—€|<§.

D’autre part, puisque la suite (x;,) est convergente, elle est bornée :
dM >0 : VYneN, |z,|<M,

on a alors lorsque n > nq,
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En faisant tendre n vers I'infini, on obtient

€
n>n = |yn—€|§§<e.

Puisque € est arbitraire, ceci prouve que lim y, = /.
n—oo

2. On a

n

1 _ Al 20
n—l—lkzzo(zkﬂ_zk)_n—i—l n+1"

Puisque lim
n—oo n

(l‘n)neN, ou pour tout n € N, z, = Zntl — Zn-

= 0, il suffit d’utiliser le résultat de la premiere question a la suite



IT : Recherche d’équivalents

1. Comme lim ¢(x) =1, 0n a
z—0+t

(Ve>0), (0<n<1l) : O<z<n= —€e+1<px)<e+1,

[N

en particulier pour € = 5, Ip €]0, 1] tel que Va €]0, p|, % < p(x) < % D’ou 'existence
x) <

1 3
de p €]0,1] tel que = < sup ¢(x) < .
z€[0,p] 2

2. D’apres la question précédente, pour tout n € N, 0 < upy1 = f(un) < up, < p. Donc
pour tout n € N, 0 < upqq < uy, < p. La suite (uy,) est alors décroissante et minorée,
donc elle converge vers une limite ¢. Par la continuité de f, on a f(¢) = £ et £ € [0, p,
d’on 0 < f(£) < £(1 — §£%), ce qui exige que £ = 0 ; (car sinon, alors 0 < f(£) < £, ce
qui est en contradiction avec le fait que f(¢) = ¢)

3. On a

1 1 uf —u (1 — aulp(uy))®

n up Uy
1 — (1 — auyp(un))®

a
un+1

1= 1 — aaup(un)) + o(uo(u))]
Up 1
aaulo(uy)) + o(ug) .

«
un+1

Un+1
Un

D’autre part, on a =1—aulp(uy) et lim wu, =0. Donc lirf upp(un) =0 et
— 100

n—-+o0o n

. Un+1
lim =~tL

n—-4oo Up,

=1.

Donc

lim ( L —i):aa.

n—-+00 ug+1 u

D’apres la question 1.2. — ~ naa, d’ou
u

n
1
1 \a
Up ~ (—)°.
aan

4. 11 suffit d’appliquer les résultats des questions précédentes avec a = % et a=2:

sin(z) = a:(l - 13:2@(:5)) , avec p(x)=6 z —sin(x) .

6
On trouve : u, ~ \/g

3



Deuxieme Probleme
I: Etude analytique

1. Soient f € £ et F' une primitive de f, alors

[ma())(@) = 5 (F(z +a) = Fla —a))

a

Puisque f est continue, sa primitive F est de classe C*, la fonction m,(f) est donc de
classe C! sur R et :

ma(H)) (@) = - (Fla + ) — fl — a)

mq(f) est constante <= Vr € R, [ma(f)]/(a:) =0
< VzeR, f(x+a)—f(zr—a)=0.

FEn posant y = & — a dans la derniere égalité, on a

VeeR, flx+a)— flx—a)=0 <= YyeR, f(y+2a)=f(y).

On déduit alors des deux équivalences que m,(f) est constante si et seulement si f est
2a-périodique.

3. Soit z € R, en utilisant le changement de variable u = —t on a :
1 —x+a
[ma(Fl(=2) = - f(t)dt
aJ z—a
1 r+a
= — —u)d
% ). f(—u)du

_ {[ma(f)](x) si f est paire
—[mq(f)](x) si f est impaire .

La fonction mg(f) est donc de la méme parité que f.

4. Comme la fonction m,(f) est de classe C! sur R, elle est monotone si et seulement si
[ma(f)]/ est de signe constant sur R, ce qui est équivalent d’apres 1. a f(x+a)— f(x—a)
est de signe constant, pour tout x € R.

Si f est croissante, Vx € R, f(z +a) — f(z —a) > 0, ainsi [ma(f)]/ > 0 et mg(f)
croissante; de méme si f est décroissante alors mg(f) décroissante.

Ainsi mg(f) est de méme monotonie que f.
5. On suppose qu'il existe A > 0 tel que f(z) = 0 pour |z| > A.

(a) mq(f) est a support borné car :



e siz>A+a, [z —a,x+a) C[A +oof, donc [m,(f)](z) =0,
esiz<—-A—a,|r—a,x+a] C]—o0,—A4], donc [ma(f)] (x) =0,
donc [mq(f)](z) = 0 pour |z| > A+ a.

(b) Une premiere intégration par parties, en posant u = mg(f) et v = 1 donne

A+a
/ [ma(£)](t) dt

—A—a

t= a Ata
— [t[ma(f)](t)] o —/ ti(f(tJra)—f(t—a))dt

t=—A—a —A—q 2a

_ AQZ“ (/:Haf(t) dt — /;AQa F(t) dt)

1 A+a

t(ft+a)— f(t—a))dt

2a —A—a
1 A+a A+a

1
= _A_atf(t+a)dt+2—a _A_atf(t—a)dt.

car f(z) =0 pour |z| > A
Puis, en effectuant les changements de variables u =t + a (resp. v =t — a) sur la
premieére (resp. la seconde) intégrale du membre de droite de la derniere égalité,

on obtient
[ a@a= (- [ e asaes [0 s ase )
- %(_/_i(u_a)f(u)du—i-/_1(v+a)f(v)dv>
= /A f(w) dw
—A

car f(z) =0 pour |z| > A.

II : Etude de norme sur B3

1. (a) eVxeR,|f(x)|<1let f(0)=1doncl|f]=1.
o Vz € R, |g(z)] <1et g(0) =1donc g]| = 1.
o Vz € R, |h(z)| = |\| donc ||h]| = |A|.
o VxeR:

1 zr+a o2t 1 a 2mt1t=x+a
= —dt = ——[ i —]
[ma(f)] (x) 2a /a:—a cos a 2a 21 St a lt=z—a

1 .27 .27
= —(sm—(a: +a) —sin —(x — a))
47 a a
1 . 2Tz . 2
= E(sm (7 + 27r) — sin (T — 27r))
=0

donc ||mg(f)]] = 0.



e Vx e R, Hma(h)] (:L‘)| = |A| donc ||mg(h)]| = |A]

(b) On a [ma(g))'(x) = %(14’(5614*@)2 B 1+(x17a)2) < Ostw 2 0, donc ma(g) est

décroissante sur [0, +oo[, positive, et admet un maximum en 0, de plus m,(g) est

1 arctan a

paire car g est paire, d’ot, [mq(g)](0) = 5;2arctan a, et donc ||mq(g)|| =
a

2. Soit f € B. Pour tout x € R,

ot = 5ol [ 0 an < o [ oa

1 r+a
= [ Isla= )
r—a

vieB, |maNI <7
3. Si|[fll = 1L alors [lma(f) < |[f]l =1 et [lma(f)

A

donc

| =||fll =1pour f:z+ 1, donc:

Nima) = sup ma(f)] =1.
Ifll=1,feB

III : Polynémes de Tchébychev

1. (a) Raisonnement par récurrence sur p € N. La formule est vraie pour p =0 et p = 1.
Soit p > 2; on suppose la formule vraie jusqu’au rang p. En utilisant la formule

Vz € R, cos(p+ 1)z + cos(p — 1)z = 2cos x cos px ,

on a
2
Tpti(acosz) = acospr(a cosz) — Tp—1(acosx)
a
= 2cosx cospr — cos(p — 1)x
=cos(p+1)x .

La formule est donc vraie au rang (p + 1).
Par le théoreme de récurrence la formule est donc vraie pour tout p € N.

b) On prend x = Z dans la formule précédente et on obtient
2

T 0 si p est impair

T,(0) = T, (acos(m/2)) = cospy = {(_1)% si p est pair

Dérivons les deux membres de l'identité T),(a cos x) = cos pzx, Va, on a

—asinxT;(a cosx) = —psinpzr, V.



sin px
Pour z ¢ 77, Ty(acosz) = pemp
a sinx

, ce qui donne le résultat en faisant tendre x

vers 0.
p2 sinpr =«

T (a) = lim T/ (acos x) = li
»(@) 220 placosz) 220 @ pr sinz

(c) Montrons, par récurrence sur p, que U'entier p et le polynome 7}, sont de méme
parité. La propriété est vraie pour p = 0 et p = 1. Soit p > 2; supposons la
propriété vraie jusqu’au rang p; alors les polyn()rnes T et Tp 1 sont de méme

parité que (p + 1) et donc aussi de méme parité que T 1l = T Tp—1. La
propriété est donc vraie au rang (p + 1). Le théoréme de récurrence donne alors le
résultat.

2. (a) Montrons, par récurrence sur p, que T, est un polynome de degré p et de terme
2

dominant pour p > 1.
La proprrete est vraie pour p = 0 et p = 1. Soit p > 2; supposons la propriété

vraie jusqu’au rang p; alors le terme dominant de T},41 est la terme dominant de
2X =T, soit 2X 2p

“X?. La propriété est donc vraie au rang (p + 1).

Le theorerne de recurrence donne donc que T}, est un polynéme de degré p, de
2

terme dominant pour p > 1.

(b) Puisque T}, est un polynorne de méme parité que p dont on connait le terme dom-

inant, pour p € N* on a
2pr—1
Tp:a— p+Q,

ot @ est un polynoéme de degré < (p — 2). En dérivant (p — 1) fois, on a

_ 2pr—1
Tp(p 1) _ o (Xp)p 1) Q(p 1)
2p71 p'
- ap FX + O
et en posant X = a, on obtient
(p—1) 2 ]
T V(e) = ——=p! WEN,

3. Puisque 7T}, est un polynome de méme parité que p, on a

| o 0 si p est impair

ma(T)]0) = oo [ Tode =41 e

[ »)] 2a ) _, " —/ Ty(t)dt sip est pair
aJjo



Calculons mg(T5,)(0). Par le changement de variable ¢t = a cosu, on a

ma(Ta)(0) = 3 [ Tty

1 0
= —/ Tor(acosu)(—asinu) du
a =z
2

1
=3 /2 2(cos 2ku)(sin u) du
0

1
=5 /2 [sin(2k + 1)u — sin(2k — 1)u] du
0

[— cos(2k + 1)u = cos(2k — 1)u]u:§
2k +1 2k —1 0

1
2
1(1 1)_ 1
C2\2k+1 2k—1/) 4k2—-1

0 si p est impair

si p est pair

4. (a) Ona [ma(Tp)]'(2) = & (Tp(z + a) — Tp(z — a)), donc

[malT3)]'(0) = - [Ty(a) — Ty(~a)
0 si p est pair

=491 1
=T = — sip est impair .
- »(a) - ip impair

. . / . . . . . /
Remarquons que si T), est paire alors T), est impaire et si T}, est impaire alors T},
est paire, donc

[ma(T3)]"(0) = 5 [Ty(a) ~ Ty(~a)]
0 si p est impair
= 1 2

ETZQ(a) = 2—2 si p est pair

(b) D’apres la question II : 2.(b), on a
1 2r—1
T 2a

7%V (a) - TPV (~a)] = p!

[ma(T;)] " (0) !

ab

5. (a) Le polynome m,(T},) est de classe C*°; son développement limité a & I'ordre 2, au
voisinage de z = 0 est donné par

[ma(Tp)] (x) = [ma(Tp)] (0) + T T+ [ma(:,;p')] (0)51:2 + o(z?),




ce qui donne

1 2

5 + p—2m2 + o(x?) si p est pair
T _J)1—0p 2a
[ma(Tp)] () =
~—z + o(z?) si p est impair

a

(b) Remarquons que mq(7T)p) est un polynome de degré p dont le terme dominant est
le terme dominant de 7}, donc

op—1
ma(Tp) = 7Xp + Q )

ou @ est un polynéme de degré < (p — 1).
D’autre part, pour & € N, my(X*) est un polynéme unitaire de degré k, ce qui
montre, grace a la linéarité de m,, que

p—1
[ma(T)] (2) e
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Exercice n®1

p q/2 q/2
Soit M=(qgq/2 p q/2|,ou p,q>0et p+gq=1
q/2 ql/2 p

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice M.

det(M — A1) =(1-A)(p—q/2-1)%, d’oli A =1est une valeur simple et A = p—q/2 est une
valeur propre double.

2. Etudier la diagonalisation de la matrice M.+

Si p—q/2=1 alors M =1.

Si p—q/2 =1, lamatrice M est diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace
propre associé a la valeur propre A = p—q/2 est égale a deux.

On trouve deux vecteurs propres : u,(1,—-10)et u,(0,-11). Et u,(L11) est un vecteur propre
associé a la valeur propre 1.

1 0 0
M est diagonalisable et semblablea A=|0 p-q/2 0
0 0 p—q/2

3. Calculer M " pour tout entier n.

1 0 0 11 0
M" =PA"P* avec A"=|0 (p-q/2)" 0 ,P=]1 -1 -1
0 0 (p—-q/2)" 1 0 1
1 1 1
eepi=to _1 _1f
-1 -1 2

. 1+2(p-q/2)" 1-(p-q/2)" 1-(p-q/2)"
On obtient M" ==|1-3(p—-q/2)" 1 1+3(p—-q/2)"
1+(p-q/2)" 1+(p—-q/2)" 1-2(p-q/2)"



4. Calculer LimM "

nN—o0

Pour p—q/2<1, LimM" =

Wl

111
1 1 11, sinon la convergence n’est pas assurée.
111

Exercice n°® 2

: f ¢ f(t . . ,

Soient f (X) = j(l—tz)n dt et F (x) = Jf”—glidt ou n est un entier naturel et x un nombre réel
0 0 'n

strictement positif.

1. Trouver une relation de récurrence entre f, (1)et f,_,(1). En déduire la valeur de f (1) en
fonction de n.

On obtient: f,()=1et f,(1)=2/3
A I’aide d’une intégration par parties :

1 1 1
£, =[t@-t)"] +2n[t@—t?)"*dt =2n[t* (L~ t?)" dt = 2n[ (¢ ~1+ D)L~ t?)" ol
0 0 0

f@)=-2nf @+2nf (1), dou f.Q)=—""f @
2n+1

(2"nh?

(2n+1)!

Par récurrence, on obtient : f (1) =

1
2(n+1)

1
2. Montrer que j(fna)-fna))dtz
0

1 1 1
jUAD—na»m=jqa—x6%me0nmnmmmmmmmnmummmaaumwm:u=1
0 0 t

1
2(n+1)

1 1
etv= _[(1— x%)"dx et on obtient immédiatement le résultat : J'(fn(l) - f, (1)) dt=
t 0

3. Etudier la suite (u,) définiepar: u, =1-F, (1)

1 1 1
0, =1-F,@ = [ B[O L e g f epat= L
0 fn(l) 0 1:n (1) fn (1) 0 (2n+l) 1:n (1)
Ona: Yna _ 2n+3 . La suite (u,) est décroissante et minorée par 0, donc elle converge.

u 2n+4

n



Exercice n® 3

Soient f la fonction numérique définie sur R* par : f(x,y) =exp(-(x* + y*))et D=R" xR".

1. Calculer | :Uf(x, y)dx dy
D

Soit K, :{(x, y)/ x>0,y >0,x>+y> < nz}.
72 n

I, = {j f(x,y)dxdy = L[re"z drda = !da!re"z dr :%—%e‘”z :

Et | =Liml, =2~
" 4

2. En déduire la valeur des intégrales : Iexp(—xz)dx et J'exp(—xz)dx.
0 -

| = ” f(x,y)dxdy = Jexp(—xz)dxjexp(—yz)dy = (‘fexp(—xz)dx)2 = % On obtient :
D 0 0 0

Jexp(—x*)dx = g et [exp(—x*)dx =/x
0 -0

+00 2
3. En déduire la valeur deL J'exp(—X?)dx et interpréter ce résultat.
T —o0

N2
: T S x° .
Par un changement de variable t = x/~/2, on obtient : —=— J'exp(——)dx =1. La fonction
N2rm 2, 2
1 x? » . . X o
@ (X) = —=exp(——) est positive te d’intégrale égale a 1 sur R, c’est donc une densité et
N2 2

on reconnait celle de la loi normale centrée réduite.

2
4.Soit f, : R" — Rdéfiniepar: f (x)=2¢(X)¢(ax),ou a R, ¢(X) :Lexp(—%) et

2z

p(ax) = [p(t)dt. Déterminer Lim f, ()

a—>+o0

Pour x=0, Lim f_(x) :L et

a—>+o 2\/;

Pour x =0, Lim f_(x)=2¢(x)

5. Déterminer Lim f_(x)dans le cas ol ¢(x) = xexp(-x?)

a—>+w

Pour tout X, Lim f_(x)=0

a—>+o



Exercice n® 4

Soit (u,) une suite de nombres réels positifs.

1. Etudier, selon la nature de la série de terme général u,, la convergence de la série de terme

s u,
général : v, =
1+u,

Si Limu, =0, alors v, est equivalent a u, et les deux séries sont de méme nature.
n

Si Limu, =0, alors Limv, =0 et les deux séries sont toujours de méme nature.
n n

2. Etudier, selon la nature de la série de terme général u,, la convergence de la série de terme
un

1+u’

Si la série de terme général u, converge, alors LLm u, =0 et w, est équivalent a u,, donc la

général : w, =

série de terme général w, converge.
Si la série de terme général u, diverge et si la suite (u,) est majorée (u, <K), on a:

u - . . .
w. > —"— et |la série de terme général w, diverge également.
" 1+K? "

Si la série de terme général u, diverge et si la suite (u,) n’est pas majorée, on ne peut rien dire

sur la série de terme général w, . Par exemple, pour u, =+/n, la série de terme général
w._diverge et pour u_ = n?, la série de terme général w, converge .

Exercice n®5

Soient f,g :[a,b]— R continues sur [a,b] et dérivables sur Ja, b].

1.0On pose ¢(x) = A(f (x) - f(a)) + x(9(x) - 9(a)) .

Déterminer A et 1 de sorte que ¢(a) = ¢(b) .

Comme ¢(a)=0, il faut aussi ¢@(b) =A(f(b)- f(a))+ u(g(b)—g(@))=0 . Parmi les
solutions possibles, on trouve : A, =—(g(b)—g(a))et 4, = f(b)— f(a). Les autres couples
(A, w) vérifient : (4, 1) = (kA,,Kezp) -

2. En déduire que : dce ]a,b[,(f (b)— f(a))g (c)-(g(b)-g(a))f (c)=0
On applique le théoréme de Rolle & ¢ sur [a,b], il vient: ¢ (c) =0, ce qui donne la relation
recherchée.



f(b)-f(a) _f(c)

3. En déduire, sous des conditions que I’on précisera que : 3ce [a,b|, =—
g(b)-g(@) g (c)

Il faut que g ne s’annule pas sur ]a,b[ puisque g(b)—g(a) =0 par le théoréme des
accroissements finis appliqué a g sur [a,b].

Exercice n® 6

Trouver toutes les matrices qui commutent avec :

2 0 4

M={3 -4 12

1 -2 5
0 00O 4 4 2
La matrice M est diagonalisable et semblablea: A=|0 1 O|etP=-3 0 1
0 0 2 -2 -10

Donc M =PAP* et A=P*MP.

Soit B une matrice qui commute avec M. Posons X = P"BP . On obtient : MB = PAXP ™

et BM = PXAP ™. Donc AX = XA et il faut et il suffit que X commute avec la matrice
diagonale A .

En écrivant les produits AX et XA, on trouve la condition nécessaire et suffisante : X matrice
diagonale. Soit X =diag(a,b,c), on obtient :

4a—-8b+6¢c —8a+16b—-8c 16a—40b+24c
B=| —-3a+3c 6a—4c -12a+12c
—2a+2b 4a—4b —-8a+10c



