AVRIL 2014
CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques
Corrigé de la 1°** COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Le sujet est constitué d’un probleme d’analyse et d’un probleme d’algebre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans 1’énoncé pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.

Notations : on note N I’ensemble des entiers naturels et R le corps des nombres réels. Pour
mn

n € N, on note la dérivation n-ieme par rapport a la variable X, R[X] l'espace des fonctions

dxn
polynomes a coefficients réels et R,,[X] le sous-espace de R[X] des fonctions polynémes de degré

inférieur ou égal a n. On identifie les polyndmes avec les fonctions polyndémes associées.

1 Probleme d’analyse

Le but du probleme d’analyse est d’étudier quelques propriétés des polynémes dit de Legendre.

1.1 Préliminaires

1. Calculer les dérivées des fonctions polynémes X2 — 1, (X2 —1)% et (X2 —1)3.
On a les dérivées suivantes : 2X, 4X (X2 — 1) et 6X (X% —1)2
1 dar
On définit les polynomes P, (X) = Sl IXn ((X? —1)") pour tout entier n € N avec Py(X) = 1.
n!
2. Donner une expression simple des polynémes P, pour n € {1,2,3}.
Avec les questions précédentes comme base, on a les dérivées suivantes :

P(X) = X, PX)= %%(4}((){2—1)): %(3){2—1)7
1 d? 9 9 1 d 2 2 2 y2
Py(X) = 2o (X (X7 = 1)%) = 2o (6(X7 = 1)7 4 24X7(X* — 1))

1 1
= §X(X? —D+X(X2-1)+ X3 = 5(5)(3 —3X).

3. Pour tout n € N, calculer le degré de P,, et donner son coefficient dominant.
P, est la dérivée n-ieme d’un polynoéme de degré 2n, donc il est de degré n. Son coeflicient
dominant est donné par

(2n)(2n — 1)+ (20 —n+1) = 2!

2nn) onplp!



4. Soit N € N. Expliquer pourquoi la famille (P,),<y est une base de I'espace vectoriel Ry [X].

La famille (P,),<n est une famille échelonnée en degrés de Ry[X] donc c’est nécessairement
une base.
5. Montrer que
1 dr
2npl d X"

Poii(X) = (X(X2-1™)

(XZ o 1)n+1

m on obtient
n .

Si on dérive une fois

(n+1)2X(X2-1)"  X(X?2-1)"
20+l (n + 1)! - 2npl

d’ou le résultat demandé.

1.2 Autre expression

6. Soit f une fonction réelle. Déduire de 1’égalité

F(X) = f(X) +2f(—X) piCY —2f(—X)

que toute fonction réelle est somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
Trivial

7. En déduire que la dérivée d’une fonction dérivable paire (resp. impaire) est une fonction
impaire (resp. paire).
Trivial

8. Conclure sur la parité des fonctions polynémes P, pour tout n € N.
P, est la dérivée n-ieme d’un polynome pair. Il est donc pair si n est pair et impair si n est
impair.

(n)

Soit k un entier entre 0 et n. On note a;, ’ le coefficient d’ordre & du polynéme P, tel qu’on ait la

formule suivante : .
= Z aén)X k.
k=0

9. En développant (X2 — 1)" & ’aide de la formule du binéme de Newton, montrer que les
. (n) ’
coefficients a;,” sont donnés par la formule

N —1)k —1)k ! 2n — 2k)!
o = GO = G T )

n-2k T on 27 (n — k)k! nl(n — 2k)!” 10 <k<n/2

sinon,

ou C’fL désigne le nombre de combinaison de k éléments pris parmi n.
On écrit

Z CkX2r1 Qk )k‘.



Puis on dérive n fois, ce qui donne (modulo le facteur 2"n!) un coefficient aan_) o €gal a

n! (2n — 2k)!

(—1)*C*(2n —2k)(2n — 2k —1)---(2n — 2k —n +1) = (—1)k(n R (n— 2h)]

d’otut le résultat demandé. Les autres coefficients étant évidemment nuls.
On obtient donc la forme équivalente
| B2
Pu(X) =5 Y (-DFChCy, o X%,

2TL
k=0

ou E est la fonction partie entiere.
10. Calculer pour tout n € N le coefficient dominant du polynéme

(n+1)Po1(X) — (2n + 1) X Po(X).

Avec le calcul des coefficients dominants de la question 3, on trouve un coefficient d’ordre
n—+ 1 égal a
(n+1)(2n +2)!
27t (n 4+ 1)l(n+1)
Ce n’est donc pas le coefficient dominant. Par la question 9, le coefficient d’ordre n est nul.
il faut donc utiliser le coefficient d’ordre n — 1. Celui du polynéme (n+1)P,,4+1(X) est donné

(2n)! (2n)!
2npln!  20Hpl(n + 1)

!—(2n+1) !((2n+2)(2n+1)—2(2n+1)(n+1)) =0.

par
py DD @) (D) (@)
(04 Danyioa = (0 D o T G =)~ 2071 it — 1)1
celui de (2n 4+ 1)X P, (X) est donné par
— 2!
(2n + 1)(1(”) B (2n+1) (2n—2)!

n=2x1 7 on(p — 1)l (n—2)!

La différence est donc

(n+1) (2n)! 2n+1) 2n—-2)! (2n-2)! —nn+1)2n—1)+n2n+1)(n—1)
Sl (n—1)! T 22(n—1)! (n—2)! ~ 27nl(n — 2)! (n—1)
(2n —2)!  2n? (2n —2)!

Tl —2) (n—1)  2nl(n—1)ln— 1)

11. En déduire, pour tout n > 1, une majoration du degré du polynéme de Bonnet défini par

Bpi1(X) = (n+ 1) Payr(X) — (20 + 1) X Po(X) + nPp_1(X).

Le calcul précédent fait apparaitre 'opposé du coefficient dominant de nP,_;. Donc B,,41 est
au plus de degré n — 2. Avec la parité des puissance de X, on peut améliorer cette estimation
a < n—3. En fait, on peut méme montrer que B,,+1 est le polynome identiquement nul. C’est
la relation de Bonnet.



12. Calculer pour tout n € N le coefficient dominant du polynéme

(P (X))~ 20+ )P (X),
Un calcul exactement identique & la question 10 montrer que le coefficient d’ordre n est nul.
Le coefficient dominant est donc certainement celui d’ordre n — 1, mais le polynéme dérivé de
P,,+1 ne possede que des puissances de X qui suivent la parité de n et idem pour P,. Donc
le coefficient d’ordre n — 1 est aussi nul. Reste donc celui d’ordre n — 2. Celui du polynome
dérivé de P, 11(X) est donné par
-1 (2n)!

2ntlnl (n —2)1

celui de (2n + 1)P,(X) est donné par

(2n+1) (2n—2)!
T 2(n—1)! (n—2)!"

La différence est donc
1 (2n)! (2n+1) 2n—-2)!  (2n—2)!
2ntlnl (n —2)! © 2n(n—1)! (n—2)!  27nl(n — 2)!

(—n(2n —1) + n(2n +1))

C m@2n-2) (2n —2)!
BT I T T )

13. En déduire, pour tout n > 1, une majoration du degré du polynéme de Rodrigues

d d

Ro(X) =~ (Paya(X)) = 20+ ) Pul(X) = 22 (Paa (X)),

Le calcul précédent fait apparaitre le coefficient dominant du polynéme dérivé de P,,_1. Donc
R, est au plus de degré n — 3. Avec la parité des puissance de X, on peut améliorer cette
estimation a < n — 4. En fait, on peut méme montrer que R,, est le polynome identiquement
nul. C’est la relation de Rodrigues.

14. Montrer que pour tout n € N,

:%i C )R 4 D)

k=

o

On remarque que (X2 —1) = (X — 1)(X + 1) et on utilise la formule de Leibniz.

k dk dnfkr

Fu(X) = Z"n' Cn e (X WW(

X+1)"

2"n!
k=0

15. Montrer que pour tout n € N, P, (1) = 1. En déduire P,(—1).
Avec la forme précedente, c’est évident. Par parité/imparité, P,(—1) = (—1)".



1.3 Orthogonalité
On pose (-, -) la forme bilinéaire sur R[X| x R[X] définie par

(f.g) = /_ f@gto

16. Montrer que (-, -) est un produit scalaire.
Forme bilinéaire symétrique définie positive.
Soit N € N, on dit que P est orthogonal & Ry[X] lorsque (P, Q) = 0 pour tout @ € Ry[X]. On

note || P,||* = (P, P,) le carré de la norme de P, qu’on supposera égal & pour tout n € N.

2n +1
On supposera également que le polyndme de Bonnet B,y et le polynome de Rodrigues R,, sont

identiquement nuls pour tout n € N.
17. Montrer 'implication suivante pour tout n > 1 :

{ P, est orthogonal & R,,_1[X]

Poi1 est orthogonal & R, [X] = P42 est orthogonal a R,,_1[X].

Soit @ € R,,_1[X], alors par la question 11 et B, 42 =0 on a

<Pn+27Q> = <2:j23XPn+1(X)_Zj:;Pﬂ(X)vQ>
2 3 4+ 1
= T Pn(X),XQ) - T (Pa(X).Q) = 0.

18. Montrer que (P, 2, Py+1) = 0 pour tout n € N.
P, +2P, 11 est un polynéme constitué uniquement de termes impaires. Son intégrale sur [—1, 1]
est donc nulle par imparité.

19. En déduire I'implication suivante pour tout n > 1 :

P, est orthogonal & R,,_1[X]
P, 41 est orthogonal & R, [X]|] = P12 est orthogonal a R, 41[X].
<Pn+27 Pn> =0

Avec 17 et 18 on obtient 19.

20. En déduire que P,; est orthogonal a R,,[X] pour tout n € N. Conclure que, pour tout
N € N, la famille (P,),<n est une base orthogonale de Ry[X].
Par récurrence. P; est bien orthogonal aux constantes. P, est orthogonal a P, car P,P; n’a
que des termes impaires, donc son intégrale sur [—1,1] est nulle. Et l'intégrale de P, sur

3/1 1 1
[—1,1] vaut 3 (3 + 3> — 5(1 + 1) = 0. Supposons maintenant par hypotheése de récurrence
que P41 est orthogonal a R,,[X] pour tout m < n. Par la question 13 et la question 15
(2n + 1)<Pn+2a Pn> - <Pn+27 Prlwrl - P7/z—1> - <Pn+27 PT/L+]>

- [Pn+2Pn+1}171 - <P1£L+27 Pn+1>
= 1— (=1 —((2n+3)Pyi1 — P, Ppy1)
= 2_(2n+3)<Pn+1>Pn+1> = 0.

Par 19 on peut conclure. Les N + 1 polynémes de (P,),<n forment donc une famille ortho-
gonale, donc une base de Ry|[X] espace de dimension finie N + 1.



2 Probleme d’algebre

Dans ce probleme, on étudie un endomorphisme u sur R[X] qui laisse stable les sous-espaces
Ry [X] pour tout N € N| c¢’est-a-dire un endormorphisme tel que

Pour tout @ € Ry[X], u(Q) € Ry[X].

Les compositions successives de u notées v pour tout m € N ont alors la méme propriété (avec
la convention u° = Id ot Id est I'endomorphisme identité). Pour tout P € Ry[X], on s’interroge
sur le sens de la limite de u™(P) lorsque m — +o00. On note Ker et Im respectivement le noyaux
et I'image d’un endomorphisme.

2.1

Sous-espaces stables

Soit v €]0, 1], on pose u, I’endomorphisme suivant

1.

uy : R[X] — R[X]

P P ((4;7111)() (1P ((47 2_71&“) |

Vérifier que u,, est un endomorphisme qui laisse stable Ry [X] pour tout N € N.
Le degré n’est pas augmenté par ..

Puisque u laisse stable Ry[X] pour tout N € N, on peut définir u, y comme la restriction du
morphisme u,, au sous-espace Ry[X] par la formule

2.

3.

2.2

uy N Ry[X] — Ry[X]
P — u,(P).

Montrer que u, y est bien un endomorphisme.

Uy, N(AP + Q) = Auy (P) + uy(Q).
Montrer que pour tout m € N, Ker u, y C Ker u;”;\r,l C Ker uz@;\rf

Soit x € Ker u, n alors uzljf,l (z) = ul'N(uyn(z)) = ui'n(0) = 0. D’ott la premiere inclu-

: o m+1 m+2/..\ __ m—+1 _ _ 5 N DN
sion. Soit « € Ker u/'y" alors u'" () = uyn(u)'y (2)) = uy,n(0) = 0. D’out la deuxieme

inclusion.

)

- Que dire de la suite réelle (dy,)men définie par dy, = dim(Ker u7'y)?

La suite est évidemment croissante majorée par N + 1 donc convergente.

. Montrer que pour tout m € N, Im u;”X,Q C Im ug”;\r,l C Im uyN.
Soit y € Im ufZ‘;\r,Q alors il existe z € Ry|[X] tel que uf}"X,Q(UL) =y = u;”;\r,l(uwN(x)) Donc

y € Im u;nx,l D’otu la premiere inclusion. Soit y € Im u;"]f[l alors il existe z € Ry[X] tel que

u:/’,i‘j\',l () =y = uyn(uln(2)). Donc y € Im u, y. D’olt la deuxieme inclusion.

. Que dire de la suite réelle (ir,)men définie par ip, = dim(Im w7’y ) ?

La suite est évidemment décroissante minorée donc convergente.

Etude de Ui,

Dans cette sous-partie, on pose N = 2 et v = 1/3. On va montrer que u’fz(P) converge vers une

constante lorsque m — +oo et expliciter cette constante en fonction de P. Par souci d’allégement
des notations, on notera v I’endomorphisme u1 ,.
3 b



7. Donner la matrice de v dans la base canonique By = {1, X, X2} de Ry[X]. On notera cette
matrice M.

1 1 14/3 -1 2(4/3- D)X +1 X +2
o) = Ly (1= D) oy gy 2 248 2UB-DX AL X2
3 3 32/3+1 3 2/3+1 5
o 1X?  2(X+3)? 3X?4+12X+18 X?+4X +6
v(X?) =42 = = :
325 3 25 75 25
D’ou la matrice
1 2/5 6/25
M=1|0 1/5 4/25
0 0 1/25

8. En déduire Ker v et Im v.
On voit que la matrice est de rang 3 donc Im v = Ra[X] et Ker v = {0}.

9. Montrer que les suites (dy,)men €t (im)men sont constantes.
M est triangulaire supérieure donc M™ aussi. Les coefficients diagonaux sont donnés explici-
tement par 1, 5™ et 5~ 2™ donc noyaux et images sont inchangés. Les dimensions sont donc
constantes.

10. Montrer que la famille By = {1,1 — 2X,1 — 6X + 6X?} est une base de Ry[X].
La famille est échelonnée en degrés et possede 3 éléments donc c’est bien une base.

11. Donner la matrice de passage @ de B} & Bs.

1 1 1
Q=10 -2 —6
0 0 ©6
12. Calculer I'inverse de la matrice Q.
1 1/2 1/3
Ql'=10 —-1/2 —1/2
0 0 1/6

13. En déduire la matrice D de v dans la base Bj.

1 0 0
D=Q'MQ=1[0 1/5 0
0 0 1/25

14. Que représentent les vecteurs de B vis-a-vis de ’'endomorphisme v ?
Ce sont des vecteurs propres.
15. Pour tout polynome P € Ry[X], on définit ap, bp et cp les coefficients réels tels que

P(X)=apX?+bpX + cp.

Ce sont les coordonnées de P dans la base By. Calculer les coordonnées ap, b et ¢p de P
dans la base Bj.
Le résultat est donné par la matrice Q! mais on peut aussi montrer que

b 2 3b 6
)+ Pj;P(lfQX)Jr ap + 6P+ CP'

apX2+pr+cP:f%XLf&X+6X2



16. Calculer M™ pour tout m € N.

1 o1/5m™ 1/25m 1 1 1/2 1/3
M™ = [0 -2/5" -6 0 1/5m 0 —1/2 —1/2
0 0 6 0 0 1/25m 0 0 1/6
11 1 1 0 o 1 1/2 1/3
= QD"Q'=10 -2 -6 1/5™ 0 —1/2 —1/2
0 0 6 o 0 1/25’” 0 0 1/6
1 1/5™  1/25™ 1 1/2 1/3
= | 0 —2/5™ —6/25™ 0 —1/2 —1/2
0 0 6/25™ 0 0 1/6
1 1/2-5"™/2 —5"™/2425"™/6+1/3
= [ o0 57 57— 257™
0 0 257

On pose e, la forme linéaire d’évaluation du polynéme. C’est une forme linéaire qui a un polynéme
P fait correspondre la valeur de la fonction polynome associée au point z € R.

e;:RX] — R
P — P(z2).
17. Montrer que e, n’est pas injective et qu’elle est surjective.

Pas injective car e,(z) = e,(X) et surjective car e,(z) = z.
18. Expliciter la restriction de e, sur Ro[X] en fonction de z, ap, bp et cp.

cp

ez(P):apz2+bpz+6p:(1 z z2) bp

ap

2 3b 6

19. Montrer que pour tout z € [0,1], e,(v™(P)) — ap+3op + .
m—-+00 6
On écrit

cp
e.(v"(P)=(1 = 22 yM™ | bp
ap

et on passe & la limite. Ou encore par linéarité avec e, (v (1)) = e,(1) =1, e, (v (1 —2X))
5 Me (1 —2X) = 5 ™(1 — 22) et e.(v™(1 — 6X + 6X?)) = 25 e, (1 — 6X + 6X?%) =
257™(1 — 62 + 62%) d’out

2 3b 6
e.(vV™(P)) = 25"™(1 — 62 + 62%)d’p + 5 (1 — 22)bp + cp e cp = art 6P +oer

1
20. En déduire que pour tout z € [0,1], e, (v (P)) — P(t)dt.

m—-+00 0
X3 X2
|:ap +bp— +CPX]

B 2ap + 3bp + 6¢p
3 2 '

0 6

1
Pour tout P, / P(t)dt =
0
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Exercicen® 1

1 n
1. Pour n entier naturel, on pose 1, = [
0

dx. Calculer 1 ,1,etl,

n

1+X

1
1+x"

1
On remarque que: Inzl—j dx=1-J,. Puis J, =Ln2 etl),=x/4, donc
0

I, =1-Ln2, |,=1-x/4. Pour J,, on décompose la fraction rationnelle en éléments

. . 1 1,1 1, —x+2
simples de la facon suivante : == +=
P ¢ 1+x° 3(1+x) 3(x2—x+1)

17 1 1¢ —x+2

Dol J, :—I—dx+— ————0dx, puis on décompose la deuxieme expression de la
3y1+X 39X —=x+1
: —-X+2 1, 2x-1 3 1 .
fagon suivante : ————=--(—; )+— > ~ | pour obtenir :
x2—x+1 2 x*—x+1 2| (x-1/2)? +(+/3/2)

1] 1, ., 3 2 2(x—1/2)}1
J.==—|Lh A+x)——=Ln(x* = x+1)+—x— Arctg ————=

1[ 1 1 1 1
J. == Ln2++/3(Arctg —— — Arctg(———=)) | = =| Ln2+ 2+/3(Arctg —

Etl,=1-J,



2. Etudier la convergence de la suite (|n) et calculer sa limite si elle existe.

dx <0, donc la suite est décroissante et minorée par zéro,

j x"(x —1)
o (@4 XML+ x™)
donc elle converge.

Soit ¢ > 0fixé, alors :

1 n 1-¢ n n
| =j X dx:J' dx+j dxs(l—g)x(l‘—g)n+gs(1—g)“+l+g
5 1+ X" 1+ (1-¢)

Ln
M (cette convergence n’est pas

Ln(1-¢)

Pour O<gs<e, (1-¢)"+e<¢g pour n>

uniforme).

Jx
1+

1
3. Calculer J =I dx ; Onpose t =&/x,d’ou t° =+/x,t? = ¥/x,6t° dt = dx
0

<

1 gopd-tiloq,my 152, 3
t?) 753 4 32

1
=6[(°—t*+t* -1+
~([ 1+

Exercice n® 2

2
f/_(l )I[Iﬂ(t) ou | désigne la fonction

indicatrice (ou caractéristique). Calculer IK (t)dt et jtZK (t)dt
R R

1. Soit K:R—>R définie par: K(t)=

On Vérifie facilement que j K (t)dt =1et de méme ItzK (tHdt=1
R R

2. Soient A un parametre réel et p, f deux entiers naturels non nuls. On pose,

pour te[-p, ] :

0 - fK(t//”t)
ZK(t//l)

t=p

.Pour 4= p/\/g et f=p, calculer 6, en fonction de t et p.



3 t? : K(t/A) 3p t? . :
——(@-—) , puis 8. = = 1——) en utilisant le fait que
4\/5( pz) p t p 4p2 _1( 2) q

D K(t/2)

Ona: K(t/A) =

p P
dtE=2>1 :% p(p+1)(2p+1)
—p 1

3. On suppose seulement que A = p/\/g, calculer 6, en fonctiondet, fetp.
Pour cette question la démarche est analogue a celle de la question précédente, pour obtenir :

tZ

1 2
g - KA _ P | ot s =x[p(p+D(2p+D) - F(f +D(2f +1)]

f
YK/ | p+fl-=
o p

4. Comment peut-on interpréter K ?
K est une fonction positive, paire et qui vérifie IK(t) dt =1, elle peut donc étre utilisée
R

comme la densité d’une loi de probabilité.

Exercice n® 3

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E vérifiant :

fof =Af,ou A estun réel non nul.

Onnote L, = {f|fof=af}.

1. Montrer que toute fonction de L, est la composée d’une projection et d’une homothétie de
rapport A.

Supposons que f soit la composée d’une projection p et d’une homothétie h, ona pop=p
et h=Ald. On obtient f(x)= poh(x)=Ap(x). On pose donc p(x)=%f(x) et h(x) = Ax
avec A #0. On vérifie que f o f = Af . Donc pour toute f €L, onpose f =poh=hop

2. Montrer que pour toute fonction f de L,, le noyau de f et I’image de f sont deux sous

espaces supplémentaires de E. Soit yelmfKer f. On obtient : f(y)=0 et
IxeE/y=1f(x),do0 f(y)=f?(X)=0=Af(x) ety=f(x)=0



3. Soit f,gelL,. Montrer que (f +g) €L, sietseulementsi f eg=gof =0
(f +9) eL, sietseulementsi (f +g)o(f +g)=A(f +g)ouencore fog+gof =0.

Si fog=gof,ilestclairque (f +g) eL,.
Réciproquement,ona f og+gof =0 (1)
On multiplie (1) par f a droite, puis a gauche,

A(@of)+fogof=0
fogof+A(fog)=0

Par soustraction, on obtient f og—go f =0 (2).
La résolution du systeme (1) et (2) donne le résultat demande.

4.Soient f eL, etgel, tellesque fog=gof.Montrerque gof €L, ou « dépend de

At A, (gof)o(geof)=go(fog)of =go(gof)of =(gog)oe(fof)=144,(g0f),
donc = A4,.

5. Soit u un endomorphisme de E n’appartenant pas a une famille de L, et vérifiant
(u—axId)o(u—bx1Id) =0, ou a et b sont deux réels distincts et Id désigne I’application
identique.

Montrer que v=u—ax Id et w=u—bx Id appartiennent & des familles de L,.

Ecrire u sous la forme «v+gw et en déduire u".
vovel,<(u—al)o(u-al)=Aveu’ —2au+a’l = A(u-al)

Par hypothése, u*—(a+b)u+abl =0, d’otl u* = (a+b)u—abl. On trouve donc A=b—a.
De méme wow €L, avec u=a-b.

Par ailleurs, u=av+pwv<u=ca(u—al)+pu-bl). Ceci est vérifié pour a+pf=1 et
aa+ b =0, cequidonne:

Onau"=a"Vv"+ /AW car vow=wov=0.
D’autre part v = 2"'v et w" = 2"'w. On obtient :




01
6. Soit A=[1 O
11
0

1
1|. Montrer que I’on peut trouver deux réels a et b tels que
0

(A-al)(A-bl)=0ou

ou | est la matrice unité. En déduire A".

det(A-=A1)=(A+1)(-2* + 1 +2),d ol d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton :
AP~ A-21=(A+1)(A-2l)
On obtient, par exemple, a=-1eth=2.

2”

A =2 (At 1)- (-D)" (A—21) = (2" -(=D)") ,, @ +2(-D)") |
3 3 3

Exercice n® 4

3 0 1
Soit A=|-1 3 -2].
-11 0

1. Déterminer les valeurs propres de A

Ona: Det(A—Al)=(2—-1)° et 2 est une valeur propre de multiplicité 3.

2. Calculer (A—21)3. En déduire I’inverse de A (si son inverse existe)
On peut calculer directement I’expression ou d’aprés le theoreme de Cayley-Hamilton :
(A-21)> =0. Comme le déterminant de cette matrice est non nulle, la matrice est inversible

puis en développant d’aprés la formule du bindme, on obtient, & partir de (A-21)° =0,

. 2 1 -3
A’1=§(A2—6A+12I)et at=il2 1 5
2 -3 9

3. Trouver une base dans laquelle la matrice A est semblable a la matrice M =

O O DN
O N -
N b O



Si (e,,e,,e;)est un est une telle base, elle doit vérifier :
Ae, =2e,,Ae, =e, +2¢,,Ae, =¢, +2¢,.

Le premier vecteur est onc un vecteur propre associé a la valeur propre 2, il faut donc
résoudre le systéme correspondant :

3X+2Z =2X
—X+3y—2z=2y et on obtient: x=-z, y=-x. On peut choisir e, =(-111). On peut
—-X+y=2z

remarquer que le sous espace propre associé est de dimension 1 et que la matrice n’est pas
diagonalisable.

On cherche ensuite les deux autres vecteurs en résolvant les systémes associés pour obtenir :
e, =(0,-1,-1ete, =(0,-10)
4. Calculer A" pour tout entier naturel n.

Soit P la matrice de passage de la base canonique a la nouvelle base, a savoir

-1 0 O
P=|{1 -1 -1|. Comme les deux matrices sont semblables, on a la relation:
1 -1 0

A=PMP et A"=PM"P*,

-1 0 O
On calcule ensuite la matrice inverse de P, asavoir P*=|-1 0 -1
0 -1 1
Il reste a calculer M" .
010 010
Ona:M=21+J,00J=[0 0 1|,avecJ?®=|0 0 1|etJ®=0.
0 00O 0 00O

2" n2"*t n(n-1p2"*
Donc M" =21 +3)"=2"1+n2""J +n(n-1)2""J*=| 0 2" n2"*
0 0 2"



Puis en effectuant les produits, on obtient :

2+n  n(n-1) n(2-n)
A" ==2"" —n n*-2n-2 n(n-3)
-n n2-n) (n=-1)(n-2)

Exercice n®°5

5, \2n*
. n X
Pour n un entier naturel non nul et xe R, on pose f, (x) :—(l——)

1. Calculer Lim f_(x)

N—+00

Ln(lfxfz) 2
Pour x #0, Lim f (x)=Lim— 2’ = Lim——e ™™ =0

N—>-+o0 n—+o /7 n—>+o0 /

Et Lim f,(0)=+ o

2. Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un intervalle [a,b], déterminer
Lim_[g(x)fn (x)dx
R

b
L’intégrale jg(x)fn(x) dx =J'g(x) f (x)dx est bien définie. En posant x =t/n, on obtient
R a

jg(x)fn(x)dx= j%{l_ 2tn4] g(t/n)dt :jhn(t)dt

1 tz 2n*
ﬁ[l—mj g(t/n) I (1)

Pour nassez grand tel que a/n,b/n<1 ona pourtout te [na,nb], ‘tz /2n4‘ <1/2<1,

avec h, (t) =

1 4 2 4 1 2 - s =z
[, (t)] =—=e?""72) <~ e =g(t). Cette inégalité reste encore valable pour
Jr Jr

t ¢ [na, nb)].

La fonction ¢ étant continue par morceaux et intégrable sur R, on peut alors appliquer le
théoreme de convergence dominée et conclure Lim I g(x)f,(x)dx =g(0), sachant que
nN—+w0 R

[edt=r
R



Exercice n° 6

Soit la suite (u,) de nombre réels, décroissante et positive.

1.On pose v, =2"u,, . Déterminer la nature de la série >"v, en fonction de celle de > u,
On remarque que : v, > U,, +U,, , +...+U,.  (carlasuite (u,)est décroissante et dans le

n 2n+1_1
deuxiéme terme de cette inégalité, il y a 2" termes), de sorte que : > v, > > U,
0 0

Si la série de terme général u, diverge alors la série de terme général v, diverge aussi par

comparaison des séries a termes positifs.

. 1 2" n+1
De méme, U, +U,  +..t+ U, == > V.., d Z ka , par conséquent si la série
0 1

de terme général u, converge alors la série de terme général v, converge aussi.

Les deux séries sont donc de méme nature.

2. On suppose de plus que la suite (u,) converge vers zéro. On pose :w, =n“u

n2

A-t-on un lien entre la convergence des deux séries de termes généraux (u,) et (w ) ?

. - u :
Si la série de terme général w, converge. Pour n*<k < (n+1)*,0<u, <u_,<—-. On obtient :
n

(n+1)2—1 2
du<w, (n+1)

n2

—— les sommes partielles de la seérie a termes positifs Zun est majorée
n

donc elle converge.

1
cette série est convergente, dOﬂCW =—, et la série

La réciproque est fausse. Pour u, =
n’

n3/2 !
n

est divergente.



Exercicen® 7

Soit f: U —Rdeclasse C', ou U est une partie de R".
On dit qu’une direction SeR" est admissible pour f en xeU s’il existe « >0 tel que:
X+adeU pour tout o vérifiant 0<a <« .

1. Si x"réalise un minimum relatif pour f sur U et & une direction admissible en X, que
peut-on dire du produit scalaire <df (x*),§>, ou df (x) désigne la différentielle de fen x™?

Pour tout o vérifiant 0<a <a, X +adeU.

Soit g(a)= f(x +ad)la fonction définie sur [0,5] et a valeurs reelles. Cette fonction
admet un minimum relatif en =0 (car x réalise un minimum relatif pour f). Comme g est
aussi de classe C': g(a)-g(0) =g (0)a +0(c).

Si g (0)<0 alors g(a)—g(0) <0, ce qui est contraire au minimum relatif. Donc

g'(0)=(df (x"),5)>0.

2.SiU=R", que peut-on dire de df (x") ?
Dans ce cas, toutes les directions sont admissibles et x est un minimum absolu,
donc df (x)=0.



