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1 Premier probleme :

1. La fonction F' est bien définie pour tout x € R, car F est clairement définie en 0 puisque
c’est la somme d’une série entiere et pour tout  non nul,

2
i @ 2T
n—too |up(x)]  n—too (n+1)>2

donc la série converge par la regle de d’Alembert.
F' est paire et de classe C'*° sur R. Pour tout z € R,
+oo +oo

np2n—1 n(2n — 1)2n—2
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Pour tout x > 0, F'(z) > 0 donc F est croissante sur [0,+oo[ et décroissante sur
| — 00, 0].
Pour tout z € R, F”(z) > 0 donc F est convexe.

4(n+ 1) 2n + 2
2. (a) Ona Untl _ (n+1) _ T > 1. Donc la suite (vy,) est croissante et
Un (2n+2)(2n+1) 2n+1
9 N 4"
Unzvozl,doquw.

Par la définition de F' en déduit de cette inégalité, que pour x > 0 :

+00 4nx2n

Fle) <) o

n=0

= ch(2z).

(b) Considérons maintenant la suite (wy,)nen et appliquons le méme raisonnement que

4 1)2 2n + 2
la question précédente. On a w;;rl = @n —y;)—i(_%z—i— ) = 2213 < 1. Donc la
471

suite (wy,) est décroissante et w, < wy =1, d’ou

> .
(nh)? = (2n+1)!
On obtient, pour x > 0 :

400 2
4 sh(2x)
F(z) > =
(z) 2 7;) (2n 4+ 1)! 2z



On a G(z) = y/ch(2z)2) — | /shlD) o o1 gerit

64:73 _ 6—4:1: 621
G = = 1 — _81"’
(@) 8x 24/ 2x ‘

d’ou G(zx) ~ 3(—\2 au voisinage de +00.

Pour tout k € N, t +— tFe™ est continue sur [0,4oo[ et de la forme O(t%)
qd t — 400 donc est intégrable sur [0,+oo[. Pour A > 0 et k£ € N, posons
I(A) = [Miketdt.

_ A
e xt
Pour £k =0, Iy = lim Iy(A) = lim [ ] =—carx > 0. Pour ¥k > 0, on
Ar+00 A—too | =T | z
etk
obtient en intégrant par parties, I(A) = [tk ] + —1I;—1(A). On en déduit en
—r ], =T
faisant tendre A vers +o0o que I = %I k—1. Une récurrence simple donne
k!
I, = sy

Montrons d’abord que l'intégrale existe. La fonction F' est continue sur R, car c’est
la somme d’une série entieére de rayon de convergence infini, donc t — F(t)e %! est
continue sur [0, +o0o[. D’aprés la question 2, Vt > 0, 0 < F(t)e™ " < ch(2t)e™* et
lorsque ¢ — +o00, ch(2t)e™*! ~ %6(2_$)t.

Siz>2,t— %e@*x)t est intégrable sur [0,+o0o[ , donc ¢ — ch(2t)e™*! aussi,
d’apres le théoréme des équivalents, enfint — F(t)e™%! est aussi intégrable d’apres
le théoreme de comparaison.

Pour tout z > 2 , L(F)(z) = 0+°° (Z:{i% (f!;2> e %tdt . Posons X,(t) =
2n
e
La série de fonctions > X,,(f) converge sur [0,+oo[ et sa somme F(t)e

continue sur [0, +o00.

—xt
—Tt st

Il est clair que pour tout n, X, est continue sur [0, +o0o[ et intégrable sur [0, +o0].

Pour tout n, posons J,, = 0+°° | X (t)| dt et montrons que la série de terme général
Jp, est convergente. On a J,, = 0+°° Xy (t)dt = ﬁ[gn = (n,)(f% . Utilisons le
critéere de d’Alembert : on a J’jzl = (Q?Zﬂg;;—l)

vers +00, or x > 2 implique % <1, donc ) f0+oo | X | (t)dt converge.
On peut utiliser le théoreme d’intégration terme a terme. Donc

+oo 400
L(F)(z) = /O X, (t)dt
n=0

qui tend vers % quand n tend

et en conclusion

=X (2n)
L(F)(x) = Z (22T pour tout z > 2.
n=0



n): n 2
(¢) Pour ¢t > 0 posons g, = gn(t) = Ei,))gl 27 On a gg+1 _ 2(%21-11)#

lorsque n tend vers co. La regle de d’Alembert entraine que la série ) g, converge
pour 4t? < 1 et diverge pour 4¢> > 1; son rayon de convergence R est donc égal &
1/2.

Pour |u| <1 on a

qui tend vers 4t

R Y G VoG T I G Ve R R VI
14w = n
R ()M x3x..x(2n—1) ,
B ne0 2nn! “
+o0
_ (=)™ (2n)! ,
_ZOWU .
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En posant u = —4t? pour [t| < 1/4 on a bien |u| < 1 et on obtient g(t) = i

pour [t| < .
(d) Pour tout z > 2,

n=0 x
d’ou )
L(F)(z) =
(F)(w) = <=

(e) t— ®(t)e ™ = %e(%xﬁ est continue sur |0, +oo[ , équivalent a % au voisinage

de 0 donc intégrable sur ]0, 1] . Au voisinage de +00 : si 2—x < 0 alors ®(t)e * =
0 (%2) donc intégrable sur [1,+oo[ ; si 2 — 2 > 0 alors ®(¢t)e *! > % donc n’est
pas intégrable sur [1, 4+o00].

Donc L(®) est définie sur |2, +o0].

On fait le changement de variable u = \/t(xz — 2) et on obtient

+oo 2 T
L(®)(z) = ;_2/0 e dy — %

Deuxiéme probléme

2 Partiel:

1. Comme ¢ est décroissante, pour tout n € N*, hp(nh) < f(z}il)h @(t)dt. Posons u,, =

ho(nh) et v, = f(zlil)h o(t)dt.



(a)

(b)

Pour tout n € N*, Y~ ju; <30 v = Onh @(t)dt. Comme lim, 4 fonh p(t)dt =

0+°° (t)dt < oo, on déduit la convergence de la série > u,, par domination, car

u, > 0 pour tout n,.

Pour tout n € N*, posons U,, = Y i u;, V;, = >, v;. Par la décroissance de ¢,
on a vi+1 < u; < v; et, en sommant ces inégalités, on a

VnJrl v <U, <V,

ce qui donne par passage a la limite, quand n — +oc:

+o00 h +oo _ +o00
/0 o(t)dt — /0 p(t)dt <> he(ih) < /O o(t)dt.

=1

Vu que limy,_,q fo e(t)dt =0, on a

+00 +00
;hgo(nh) _ /O o(t)dt.

Par la décroissance de ¢, pour tout k£ € N*, ¢, > 0, donc

0<C = / dt+ngmoo{kzn::2(/k:<p(t)dt—s@(k—1))—w(n)}

s/o Pt — Tm_o(n) .

De plus, la suite réelle (¢(n))pen+ est décroissante et minorée donc elle est conver-
gente. D’ou l'existence de C.

Considérons tout d’abord le cas < 1: on a

v) == [ ot + :z:f [ et o]

et donc, grace a la question précédente, 1)(z) < — fo p(t)dt + fo p(t)dt. Comme
o(x) >0on a

1
(z) < / ()t < (1 - 2)p(x) < plx)

Il nous faut maintenant 1'inégalité Zgg > —1.

v@) = [“ear+ [ o0a -0+ :f [ et o]




car @ est décroissante. Pour traiter le cas © > 1, on écrit, apres transformation,

v == [ g+ 3 ufwww—wd

E(z) k=E(z)+1 "1

puis on applique des inégalités semblables a celles du cas précédent :

x E(z)+1
w@<—/ ¢@ﬁ+/ o(t)dt

E(z)+1
_ / ot dt
<) (Ex)+1—1z) <o)
et
x E(z)+1
wmz—émwww+éw o)t — p(B(x) +1)
+00 k

+ (1)t — (k)
2 st

E(z)+1
> [ et = p(B@) +1) 2 ~p(B@) + 1)
xT
> —p(x) car ¢ est décroissante .
3. Par le critere de d’Alembert, le rayon de convergence vaut 1.

1 1
Comme — > —, on a pour 0 < z < 1,
n —n

+o00
f@) =) —=-I1-2)
n=1

donc lim.—1 f(z) = +o0.

<l
eft

W>

4. On pose h = —Inx et on consideére la fonction ¢(t) = on a

+oo 1 1 “+o0o
xT) = —einh = — h nh .
1) = 3 e = S o
On utilise le 11° appliqué a la fonction ¢ qui est continue sur |0, 4oo|, décroissante,
positive et vérifie [ ¢(t)dt < co. On a alors
+oo
1 I
T)=—= hp(nh) ~ —
)= 75 S ~

1
onl = [ —eldt=2 f0+oo e " du = /7 (intégrale de Gauss).

Vi



En conclusion, comme h = —lnz ~ 1 —x en 1, on a bien

N
-z

f(z) ~

E@y) 1

5. Poury > 1,onas(y) =), "7 —
— \/ﬁ

= Ag(y), donc pour tout n € N*,
n+1
h/ s(y)e_hydy _ An(e—nh _ 6—(n+1)h)

D’ou pour n € N*
h/ s(y)e MWdy = h/ s(y)e "dy
0 1

n—1
— ZAk(e—kh N e—(k-{—l)h)
k=1

n—1 n
WL S
k=1 k=2

= —Ape ™+ Ay + ) [A — Ap_g]e ™"
k=2

"1
- _Aneinh + _eikh.
2 i

Comme A, e~ a une limite nulle en +o0 (car A,, < n), lim, | fon s(y)e~™dy existe.

On peut donc prendre la limite dans ’égalité du dessus, on en déduit que f(z) =
thJroo s(y)e ™dy.

1
6. (a) On considere la fonction ¢(t) = —. Avec les notations du 1.2. on a ¢(z) =

Vit
1
s(z) —2yz+C,on C = lim (2y/n— E ﬁ) et par la question 1.2.(b),
n—oo
k=1

()] = |s(z) —2v/T + C| < %

donc

+00 +oo h +oo e U
h —htg —e Mt =vh ——du = h
/0 P(t)e t‘ </0 \/1_56 t \/_/0 NG u=/mVh

et d’apres le résultat de la question précédente,
o0 +oo +o00
fle™ =h / Y(t)e Mdt + 2h / Ve "Mdt — Ch / e Mat
0 0 0
+o0

—n | w(t)e Mt + % e
0



car th Vie Mdt = £ et hf0+oo e Mdt = 1. Tl vient ainsi:

fle™™ - g-ﬁ-C’ < Vrh.

Or, par un calcul simple, on prouve que

1 1 1
lim — — = lim =0
s BV ¢ @) Vi-=
et donc JF
T
li =-C
lim f(2) - —7—
ol
. 1
o=t [ S = v Y
+oo (_1)TL . ’ . J] ’
(b) f(=1)=>"7 NG est bien définie comme somme d’une série alternée. On pose
n
alors: ,
n n
(—1)* 1
Boy, = , Ap = —.
CTR TRV
On sépare dans chacune de ces deux sommes les termes pairs et impairs, ce qui
s’écrit: ) ) )
> (ﬂ 2n = ) < V2 2n>
1 1 1
Aoy = - 4.4 > < . >
n <\/I V2n —1 V2 Von
et donc

RSO ER W

Pour n € N*, posons z, = A, —2y/n+C. On a A, = 2y/n—C + x, et Ay, =
2v/2n — C + x9, on en déduit que

By, = \/§An — Ay, = (1 - \/5)0 + (\/5%‘71 - l‘gn),

en faisant tendre n vers l'infini, on obtient f(—1) = (1 — v/2)C soit encore —C =

(V2+1)f(=1).
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Exercicen® 1

3 -1 -1
1. On vérifieque M*=|-1 3 -1|=2I1-M.
-1 -1 3

2.0na M*+M -21 =0 et P(x) = x* +x—2 répond a la question.

3. M étant symétrique, elle est diagonalisable. D’apres le théoréme de
Cayley-Hamilton, pour A valeur propre de M, on a : #+1-2=0, dol A=1o0u -2.
La trace étant invariante par changement de base, on a aussi: 1-2+A1=Tr(M) =-3,
d'ou A=-2. En conclusion, 1 =1 est une valeur propre simple et A=-2 une valeur
propre double.

4. Le reste de la division euclidienne de X" par P(X) est nécessairement un
polyndme du premier degré, c’est-a-dire :

X"=(X?+ X -2)Q(X)+(aX +b)

Pour X =1, on obtient 1=a+b et pour X =-2, (-2)"=-2a+b. La résolution
du systéme donne :

a:1—(;2) ot 25 (2)

5. M"=(M*+M-21)Q(M)+(aM +bl) et comme M?*+ M -21 =0, on obtient
M" =aM +bl ou encore,
. 1+(-2)" 1-(-2)" 1-(-2)"
M"==| 1-(=2)" 1+(-2)" 1-(-2)"

12" 1-(2" 1+(-2™

b-a a a |1 b+a
6. OnobtientU,,=M"U,=| a b-a a |l|=|b+al,dou
a b-ajll b+a
Xpo1 = Yoo = Zpay =1



Exercice n® 2

1. On vérifie aisément que I'on a une norme, en effet,
(1) ||f||=0<:>SugJ||f (X)|=0< f(x)=0, Vx=0< f(x)=0, Vx (car f(0)=0).
(2) VA eR, ||| =] x| f|
(3) Vf,g eL(E), [(f + @) <|[f ()] +]|a(x)], ¥x<E, dou|f+g|<|f|+]g]

2. Si I - (P-Q) n'est pas inversible, alors
u=0, (1-(P-Q))(u)=0, dou u=(P-Q)(u) et |u|=[(P-Q)ul<|P-Qfx|uf<|ul.

ce qui est impossible.

Comme | —(P-Q) estinversible, il existe un endomorphisme v de E tel que:
(1-(P-Q))v=1, dolu P(l1-(P-Q))v=P ou encore (P-P*+PQ)v="P et PQv="P
car P? = P. Pour tout x de E, on a P(x) = PQ(v(x)), a savoir P(E) = PQ(E).

Soit y elm(P), alors y = P(x) = PQ(v(x)) et t =Q(v(x)) € ImQ vérifie y = P(t).
P est donc une application bijective.

P étant un isomorphisme d'espace vectoriel entre Im(P) et Im(Q),
les dimensions sont égales.

Exercice n® 3

Soit (un) une suite de nombres réels. A cette suite, on associe deux autres
suites (sy,) et (r,) définies par :

n n u
k=1 k=1 K
S1 S» us . L g s
1.Pourn=2,r :?+7 =Ug +7. La relation est donc vérifiée.
ro= Uni1 _n—l Sk n, Unsl _n—l Sk S Sp+1 3 Sk Sn+1
ne1=M+ = — = + + = +
n+l g3 k(kk+) n n+l i kk+1) n(n+l) n+1 (23 k(k+1) n+1
ny n-1 g S
2. 1=y K k__,>n

La premiére série est convergente et le deuxieme terme tend vers zéro par
hypothése.

La suite (r,)a donc une limite finie et la série de terme général - converge.
n



3. Soit snzkzn;uk . Pour n grand, [sy|<I et In(;11)|sn(nl+1)’ donc I'hypothése

f i s .S - ., ... u
2a) est vérifiée. De plus Lim—"=0, et la série de terme général - est convergente
n

n—w© N

d’aprés la question précédente.

- .S o Lz S
4. On vérifie que : Lim— =0, et que la série de terme général N__est
n—>wo N

n(n+1)

convergente.

5. On considére la suite (s,) définie par :

2k si n=2k L e . ,
n= . Elle vérifie les relations demandées.

—(2k+1) si n=2k+1
En effet :
n Sk E(n/2) 1 E(n+l/2)-1 1 E(n/2) 1 1

k§1k(k+1): kZ::l k+1l oy 2k+2 k§1 2k +)(2k+2) 2

L Sy,
(série convergente) et Lim ™ n’existe pas.

n—oo N

Exercicen® 4

1. On veérifie que f(—x)=-f(x) et Lim f(x)=f(0)=0
x—0

X2
f0-1O) _ ;e -1_,

2. Vérifions que f est dérivable a l'origine : Lim 5

x—0 X x—>0 x

. eX2(2x2 ~D+1  u(x?)
Pour x=0, f (x)= 5 ==
X X

Puis u (t) =(2t +1)exp(t) , donc u(t) > 0sur R*".

La fonction f est strictement croissante et continue sur R, elle est donc
bijective et admet une fonction réciproque également impaire.

) 2 1 2\2 2yn
3. e* =1+X—+u+...+u+o(x2n)
1 2! n!
x2 _ 3 2n-1
& 1 X X o+ +o(x>" 1)
X o2 n!
X3 X2n—1 o1
Pour x=0, on a: f(x)=x+7+...+—l+x "le(x) avec Lim &(x) =0.
! n! X—

On prolonge ¢ en 0 par ¢(0)=0.



3 (5
X X 5
4. f(X)=x+—+—+0(X
(x) 5, F e o)

Pour 1, il suffit de résoudre le systeme linéaire obtenu en écrivant :

f‘l(x) =a1x+a3x3 + a5x5 +o(x5) et

3 5 5

fLo f(x)=x = al(x+x?+%)+a3 (x3 +3X?)+a5x5

+o(x5)= X

d’ou le systeme :

a1=1 3.121

al 1
—+a;=0 IS aq = ——

2 %8 3770

3.1 2 7
—+—ag+ag =0 ag =—
6 3 3+dg 575

On obtient : f ™*(x) :x—l x® +1x5 +0(x°).
2 12

Probleme :

1. Supposons que f soit la composée d’une projection p et d’'une homothétie
h, on a pep=p et h=4ld. On obtient f(x)=poh(x)=A4p(x). On pose donc

p(x) =% f (x) et h(x) = Ax avec A4 #0. On vérifie que f o f = Af .

2. Soit yelmfnKerf . On obtient : f(y)=0 et I3xeE/y=1f(x), dou
f(y)=f?(x)=0=Af(x) ety=f(x)=0

3. Soient f,gel,. (f +g) L, si et seulement si (f +9)o(f +9)=A(f +9g) ou
encore fog+gof =0.

Si fog=geof,ilestclairque (f +g)el,.
Réciproquement, on a :
fog+gof =0(1)
On multiplie (1) par f a droite, puis a gauche,

A(@of)+fogof=0
fogof+A(fog)=0



Par soustraction, on obtient f og—go f =0 (2) ;
La résolution du systeme (1) et (2) donne le résultat demandé.

4.(gof)o(gof)=go(fog)of =go(gof)of=(gog)e(fof)=44,(90f),
donc u=A4,.

5.vovel,<(u-ald)o(u—ald) = Aveu? —2au+a’ld = A(u - ald)

Par hypothése, u? —(a+b)u+abld =0, d’ol u? =(a+b)u—abld. On trouve
donc A=b-a.

De méme wow el, avec u=a-b.

Par ailleurs, u=oav+pwsu=a(u—ald)+pu-bld) . Ceci est vérifié pour
a+pf=1et ca+pb=0, ce quidonne:
b a

“ b-a d b-a

Onau"=adVv"+4'W" car vow=wov=0.
D’autre part v' = 2''v et w" = /" 'w. On obtient :

. b a"
u" = V-
b-a b-a

w

6. Le polyndme caractéristiqgue de A est
(A+1) (-2 +A+2), d'ou d’aprés le théoréme de Cayley-Hamilton :
A2—A-21=(A+1)(A-2I)

On obtient, par exemple, a=-1etb=2.

A= arny D Aoy @HED) @420
3 3 3



