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L’objet de ce probleme est I’étude de I’équation différentielle suivante :
Ex: oy +(01-2)y —dy=0,

ou la fonction y est une fonction inconnue deux fois continiment dérivable de la variable = et A
un réel donné.

1- On admet qu’il existe une fonction fy, égale a la somme d’une série entiere de rayon de
convergence R > 0, telle que f)(0) = 1 et f\ est solution dans l'intervalle |—R, R[ de
I’équation différentielle Fy. Cette fonction est définie par la relation :

x)=1+ i anx"
n=1

a) Sur lintervalle |—R, R[ , f) est de classe C* et sa dérivée premiere est la somme de la
série dérivée

= Znanxnfl x €] — R,RJ.
n=1

De méme sa dérivée seconde est la somme de la série

(oo}

{@)=> n(n-1)a2""? z€|-RR[

n=2
On a donc

0 =o(e) + (1 =) f) = Ar(o)

(n—1)apz"” (171)Znanx"*1 — A <1+Zanx">
n=1

n=1

oo oo
n(n+1)a,12" +Z n+1)a,412” Znanx" — A= Z)\anx"
n=1 n=1

n=0

HMgﬁM

Z(n—i—l an+1—(n+)\)an)x"—)\+a1,

ce qui donne, » >, ((n + 1)2 ant1 — (N +A) an> 2" —A+a; = 0, pour tout « € |—R, R|.
D’olt (an),cy- est la suite définie par
n+A

ar =\, api1 = ————a,, Vn=>1. 2
' T 1) @)



On a donc que

En

b) fa

n—1
k+ A\
ar =X et an:M)\, Vn>2.

(n!)®

particulier, pour A = —2, —1,0, 1, on obtient

o0 xn
_ _ xT
fl(a:)—1—|—2 fn!—e,
n=1

fo=1,
fa(@)=1-=,

1
f_g(x):1—2x+§x2.

est un polynome si et seulement si la suite (a,), oy est nulle & partir d'un certain

rang. D’apres U'expression de a,, précédemment déterminée, on en déduit que fy est un
polyndme si et seulement si il existe n € N tel que n+ A =0 ; d’ou f) est un polynéme
si et seulement si —\ € N. De plus, lorsque A = —p, avec p € N, on a pour tout n > 1,

an

— [Th=)(k—p) (—p).

(n!)?

Sip>1,alors ap = (—1)P ! (p=1)! (—-p) = D" et g, = 0 pour n > p+ 1. Done fop

est
Le

1
(»h? p!
— p
un polynoéme de degré p et de coefficient dominant G iy

p!

cas A = 0 est traité dans la question précédente.

c) Supposons que —XA € N, d’apreés a), pour tout n € N, a,, 20 et on a

n A
lim 2 gy A

D’aprés la régle de d’Alembert, la série entiere Y ° | a,2™ a pour rayon de convergence
R = +o0.

Il est admis, dans la suite, que la fonction f) est la seule fonction, développable en série
entiere sur toute la droite réelle, qui soit solution de I’équation différentielle Fy, et qui
prenne la valeur 1 en 0.

2- Dans cette question, on suppose que A =1 :

a)

b)

Ei: oyf+(1-2)y —y=0.

Posons z = y' — y. L’équation E; se transforme en une équation différentielle
linéaire du premier ordre en z :

xz' +2=0. (3)

Sur |0, o[, équation (3) a pour solutions les fonction du type z — ae™ J %7 soit
a

T+ —, avec a € R.
x

La fonction inconnue y satisfait alors y' —y = £ ; c’est encore une équation

différentielle linéaire du premier ordre, mais non homogéne.
Appliquons la méthode de variation de la constante : la recherche de solution y

sous la forme ¢ (z) €”, conduit & I’équation ¢’ (x) = “e;w

Finalement, on peut conclure que f; est une fonction du type

€ —t
x»—)aex/ %dt—i—bem, a,beR.
1



c)

d)

La résolution sur |—oo, 0[ est identique a celle de la question précédente. On obtient
les solutions sous la forme

T o=t
m»—)aex/ Tdt—i—,@’e”’, a,B eR.
-1
Le but de cette question est de résoudre I’équation différentielle F; sur R.

u voisinage de 0, on a ©— ~ L. Tl s’en suit que la fonction ¢ — £ n’est pas
i) A isi de 0 etoiﬂ’ it la fonction ¢ — <~ n’est

intégrable sur |0, 1] et lorsque  — 0, on a : ff ?dt ¥ f %

T -t
lim e“"/ 6—dt = —00,
1 t

z—0
>0

=Inz, et donc

de méme,
x e—t
lim eI/ Tdt = —.

x—0
<0 -1

(ii) Si y est solution de E; sur R, sa restriction & ]0,4o00[ est solution de E; sur
10, +o0], il existe alors a,b € R tel que y(z) = ae” f%tdt + be®. De méme,
sa restriction & |—o0,0[ est solution de E; sur |—oo, 0], il existe donc a, § € R
tels que y(z) = ae® [*) ?dt + Be”.
De plus y est continue en 0, d’ou si y est solution sur R, alors nécessairement
a=a=0et b= . La solution est donc de la forme y : z — y(x) = de”,
0 eR.
Réciproquement, il est aisé de vérifier que les fonctions x + de* avec § € R
sont solutions de F; sur R.
Conclusion : les solutions de E; sur R sont les fonctions x — de® avec § € R.

3- Etant donné un réel \, soit g la fonction définie sur la droite réelle R par la relation
suivante :

a)

b)

g () =€ fr (—x) .
Les fonctions f) et x — e” sont deux fois contintiment dérivables, il en est de méme
de la fonction gy et on a

Ir(z) = egx (—x),
fi(x) =€ (gr (—2) — g\ (=),
I (x) = e” (ga (—2) — 20\ (=) + g} (—x)) ,

comme f) est solution de Ey : 2y’ + (1 —z)y’ — Ay = 0 sur R, on a la relation :

—z (gx (2) = 293 (2) + g% () + (1 +2) (g (2) — gA (x)) — Aga () =0,
ce qui donne
zgy (¥) + (L—x) gy (@) + (A= 1) ga (z) =0,

ainsi, gy est solution de I’équation différentielle du second ordre :
2y +(1—-2)y —(1-N)y=0.

Ce qui signifie que g, est solution sur R de I’équation Fj_j.

La fonction gy est produit de deux fonctions développables en séries entiéres sur
R, donc gy est développable en séries entieres sur R, de plus gy est solution sur R
de Iéquation F1_y et on a gy (0) = £, (0) = 1.

Alinsi, gy est solution développable en série entiere sur R de F1_) telle que gy (0) =
1. 11 vient par l'unicité (admise dans I’énoncé) que g = fi_x.

Conclusion : pour tous réels A et x :

fi-x (@) =€ fr(—z).



c) Fixons p € N*. D’apres la relation précédente : Vo € R,  f, (z) = e* fi_, (—x).
Orp>1= —(1—-p) €N, dapres la question I-, b), fi_, est donnée par le

polynoéme
fl p =1+ Z an
n—1
ot a, = Li= ?r(f;l =1y i 4ot
Vr € R, =e* + x"e”,
fp Z —n— 1 ( )2

en particulier pour tout réel x :
x T x T 1 2 x
fo(x) =e® +ae” et f3(x) = e® + 2ze —l—ixe .

d) Soit p un entier supérieur ou égal & 1, alors pour tout réel x : f,41 (z) = e* f_, (—x)
et fp (z) = e” fi_p (—x), de plus, f_, et f1_, sont des polynémes de degré respectif

pet p—1. Donc R(z) = J;“Jfl(f)) = x]}:fif;) est une fraction rationnelle dont les
polynémes du numérateur f,;; et du dénominateur xf;_, sont de méme degré p.

Il s’en suit que

P ~1
lim M = lim 1:0!;;771 = —.
r—+00 xfp( ) Tr——+00 (&321)‘ P p

4- L’objet de la suite du probleme est '’étude de certaines propriétés de la fonction f; /5. Dans
ce but soit ¢ la fonction, définie pour tout réel x, par la relation suivante :

™

o (x) =/2 e g .
0

Etant donné un entier naturel p, soit I, 'intégrale définie par la relation suivante :

jus

I, = /2 sin®” d6 .
0

a) On a

3 3 3
Iy = / sin?t? 9df = / sin®” @ (1 — cos®0) do = I, — / sin?” 6 cos? 0d6
0 0 0

puis, par intégration par parties,

z s 2p+1 0 5 5 win2p+2 0 1
/ sin?? 6 cos? 0df = [sm cos 9} +/ e 7 7111)-0-1 )
0 0

2p+ 1 0 2p+1 2p +
d’ou
_ 2p+1
p+1 — 2p+ 2 p-
Comme Iy = 7, une récurrence élémentaire permet d’établir que pour tout p € N*,
; 7”1211 2%k+1 7 1x3xb---x(2p—1) () =
_ 0 20kp+1)2 2P pl © 92p (p!)Q 92"

b) Relation entre les fonctions o et fi /5 :



(i) Nous utilisons les théorémes de la continuité et de la dérivation sous le signe
intégrale : considérons la fonction ¥y : [0, F] x R — R définie par

Uo(0,x) = g@sin* e

Pour tout z € R (resp. pour tout 6 € [0, F]), la fonction § — Wo(0,x) (resp.
x +— Wo(h,x)) est continue sur [0,F] (resp. R). De plus, pour tout z € R,

sup |U(0,z)| < €® et la fonction constante en 6 égale & e” est intégrable sur
0€0, %]
[0, 5]. D’apres le théoreme de la continuité sous le signe intégrale, la fonction ¢ est
continue sur R.
D’autre part, les applications partielles 6 — ¥ (6, 2) et  — ¥o(0, x) sont toutes
les deux de classe C' respectivement sur [0, 5] et R. De plus, pour tous (6, ) €
0,Z] xR, |[2W(0,2)| < e®. De plus, la fonction constante en 6 égale a e” est
intégrable sur I'interval fermé borné [0, T] de R. D’apres le théoreme de la dérivation
sous le signe intégrale ¢ est de classe C et

29 2 H 2
/ _ x sin” 6 _ 2 x sin” 6
¢ (x) —/0 E (e )d@ /0 sin“ 6 e de.

On démontre par récurrence que (6, z) — e® sin® 0 ost de classe C*° sur [0, 1] X R,
@ est également de classe C*° sur R et pour tout k € N*,

s k s
oM (z) = /0 2 % (e ) a0 = ) (@) = /O sin?® g 7m0 gp,

.. 7’ . / s . LY in2
(ii) Commencons par déterminer le développement en série entiere de z > 5" 0 .

pour tout x € R et tout 6 € [0, g] ,

+oo . 9n
zsin?6 _ sin”" 6 n
¢ B Z n! e
n=0
sin®" @ " -2
puisque  sup ' "= — la série szg) Smni,ex” est normalement con-
0€[0,7/2] n. n. :
vergente en 6 et ceci pour tout x. Donc par intégration en 6, il vient, pour tout
r €R,
400 I
_ n.n
n=0
Posons «,, = %, alors
tny1 1(2n+1)2n+2) 1 2n+1  n+3
a4 (n+1)? 2(n+1)?% (n+1)?*

donc pour tout n € N*
An41 _ Ap+1

On Qn

7

oll (an),cy est la suite du développement (2) en série de fi/,. Signalons d’autre
part la différence entre les premiers termes : ag = 5 et ag = 1.
On en déduit que

T
Y= §f1/2~

c) Encadrement de ¢ (x) :



(i)

(iii)

11 suffit de montrer que pour tout u < 1, (1—u)e*—1 < 0. On étudie alors la fonction

g: x> (1 —x)e®—1. Cette fonction est de classe C! sur R et ¢/(z) = —ze® qui est

positive sur | — 0o, 0] et négative sur [0, +oo[, de plus lim g(x) = -1, g(1) = -1
r—r—00

et g(0) = 0.

On en déduit que pour tout x < 1, g(x) < 0, ce qui montre que e* — 1— <0s

x <1 (car 1 —2z > 0).

Existence de l'intégrale : puisque < 1 la fonction 6 — 1 — z sin” § ne s’annule pas
et donc la fonction 6 — 1_ziin2 5 est définie continue sur [O, %] , ce qui implique
que J(z) existe.

Pour calculer 'intégrale, on commence par utiliser les réegles de Bioche, qui consiste
a effectuer le changement de variable ¢ = tan, ce qui est justifié par le fait que
6 — tan 6 est C'-bijectif de ]0, 5[ sur ]0, +oo[. On a

Foo 1 dt +oo dt
J(/I):/O ) ] 1+t2:/0 1+2(1-2)
(1= )

_/+oo dt
o 1+ (VI-w)?

Ensuite, on utilise le changement de variable v = t4/1 — x et on obtient

J(:E)—/+OO ! dv [zaurctf:mv]Jr T 1!
a 0 1+U2\/1—JJ \/ 72

Puisque la fonction exp est a valeurs strictement positives, on a pour tout réel

x, p(x) > 0. D’autre part, d’apreés la question 4-, c), (i), pour tout réel z <

17 ezsm [ < - 1_ .
—xsin? 0’

L o(z)<J(2).

Par conséquence, pour tout x < 1,

3

d’olt par croissance de l'intégrale, pour tout réel z <

0<p(@) <3

3_

Le premier changement de variable u = sin #, donne

/M’

puis on pose v = \/—zu, on obtient

1 V== e—v2
p(x) = —= / ——
v=tJo 14
x
‘1)2
M1+“
r<—1,ona [/ " e~ dv > fol e’ dv. Posons A = fol e~ dv, A > 0, on peut
conclure que pour tout réel x < —1,

dv.

Orz<0=1+% 2 <1, done fo v > fo‘/q e’ dv ; de plus , puisque

Nous avons montré que f, , = %cp et pour tout réel x < 1, 0 < p () < §

qui implique
1

1—2z

< fipz (w) <

, Ve <1,



d’oli, par passage a la limite (x — —o00),

r—r—00

Nous avons également montré que ¢ () > \/% pour z < —1 ce qui justifie que ¢
n’est pas intégrable sur |—oo, —1].

5- Soit h la fonction définie sur la droite réelle par la relation :
h(z) = @7%f1/2 (z).

a) Rappelons que nous avons montré dans 4-, b), (ii) que h(z) = %e’% f7r
Montrons que h est paire, soit z € R, on a

B
Bl

h(-z) = 2eb /E ey = 2o [T a0 gy - 2 / e e g
T 0 m 0 7T 0 ’
en effectuant le changemnt ¢ = 7 — 6, il vient

h(—z)=Ze? T ersin®0g — h(z),

T 0

d’ou la parité de h.

D’autre part, on a

h(x) = 2 /E o5 (1-2sin%0) gy _ 2 /7 o~ 5 (cos® 0—sin0) 79
0 0

™ ™

:g/ e—%cosQGde
™ Jo ’

puis par le changement de variable ¢ = 26 , on obtient

1 i €z
h(x):—/ e 2 Stdt,
0

™

[ME)

La relation demandée est alors une conséquence imédiate de la parité de h :

(h((L‘) + h(—aj‘)) = — / e 2 C059d9 + / ez cos Ode
i 0 0

:i/ogch(gcosﬁ) do .

b) Pour tout réel positif x et tout réel 6 €

h(z) =

N =

0.5). ch(z5%) > 45 > 0, done
1 % cos 6
h(x)>f/ e’ 2 d,
™ Jo

or pour 6 € [0,7/4], cos > g, d’ou

h(z) > l/4 T df > lexg .
Vs 0 4
On en déduit que
h
lim h(x) =400 et lim (z) = +o00.
xr—+00 r—+oo T
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Exercicen® 1

1
Pour tout entier n € N, on définit I’intégrale S(n) par : S(n) = L (1+x)" dx

1. Calculer S(n)
S(n) _ |:(1+ X)n+1 :|l _ (2n+l _1)

n+1 n+1

n k
2. En déduire z ”1 ol C¥ désigne le nombre de combinaisons de k éléments pris
+

parmi n.

1 ket T n+1
C[NO ok N k| X v~ L (@270
S(n)—IZCnx _kz_;c{k +J0—2Cn k+1

b k=0 k=0 n+1

Exercice n° 2

Soit f 1’application définie sur [—1,+oo[ par: f(x) = 1+TX

1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.
La fonction est définie pour x> —1. Sa dérivée est égalea: f (x) = %,/% >0, donc la
+ X

fonction est strictement croissante de [—1,+oo[ sur R™,f(-1) =0, Lim f(X) = +co.

2. Soit la suite (u,)définiepar: u,,="f(u,) et u, = % Etudier la convergence de

cette suite et déterminer sa limite si elle existe.
Montrons par récurrence la propriété suivante : O <u, <u,,, <1

Pourn=0,0na u, = @ et la propriété est vérifiée.



On suppose que : O<u, <u,,, <1. Comme f est strictement croissante, on a :

n+l
fO<f,)<f(,.)<f@),c est-a-dlre7 <Uu,,<U,,<1,doula propriété a I’ordre

n+1.
La suite étant croissante et majorée (par 1), elle est convergente et sa limite | vérifie

’équation : f(l) =1 ou encore : Izwfl%l,d’ou: 217 —1-1=0 etI=1.

Exercice n® 3

2
1. Trouver une primitive de la fonction f(t) = tft .
2
—ft =2+ 22 _op bl et une primitive est égale 3
t° -1 t° -1 t-1 t+1
2t+Lnjt-1 —Lnt+1+K T Lt
t+1
2. Trouver une primitive de g (t) = —1t_t
/ 2
j 1t t dt = j 22X 1dx en posant X =+1-t. D’ou d’apres la question précédente, on obtient :
X —
Vi-t-1
2J1-t +Lnf——+ K
Ji-t+1

, 0u Ln désigne le logarithme népérien.

Ln
V1-X

3. SoitH(x) une primitive de

Montrer que
H(X) =—2Lnx+/1—x+441-x+2Ln(l-+/1-Xx)+ K, ou K est une constante.

H(x) = J' \/I% dx = [— 2+/1-xLn X]—J.Z,/l— X %dx , ce qui donne I’expression demandée,

ou on peut enlever les valeurs absolues.

1
i Lnx o
4. Soit | = j . dx , montrer que cette intégrale est convergente.
—X
0
La fonction Lnx n’est pas définie en 0 et 1. On a une intégrale généralisée
J1-x ' '
EnO Lnx . Lnx et x'? Lnx —0et ’intégrale converge en 0
1 \/m ~ .

Lnx _ Ln@+t) 1
Ji-x Wt N

En conclusion, I’intégrale est convergente.

Q

En 1, onpose t =1-x, donc on a la convergence en 1.



5. Calculer |;II’(T)1 H (x)
H(X)=—2LnXx+/1-X+4v1—-Xx+2Ln(1-+v1-x)+K
H(x) =— 2 Lnx(1—§+o(x)) SN 2Ln(1—(1—§+0(x)))+ K

H(x)=—2Lnx+xLn x(1+0(1))+ 4v1—x +2Ln(g+o(x))+ K
H(X) =—2Lnx+xLn x(1+0(1)) +4+v1—x +2Lnx+2Ln(%+o(1))+ K

H(x)=xLn x@+0())+4v1-x+ 2Ln(%+o(1))+ K, puis on passe a la limite :
LimH(x)=4-2Ln2+K

x—0

Lnx

J1-x

dx. Calculer 1 (&,a) et en déduire la valeur de I.

6. Soit I(g,a):j'
I(g,a)=H(a)—H(e3jg

I(g,a)=—2Ln(a)vl-a+4vl-a+2Ln(l—-vl1-a)+2Ln(e)vl—e —4J1-ec+2Ln(l—-v1-¢)
I =H@)-H(0)=4-2Ln2

Exercice n° 4

Pour une longueur de périmetre donnée, quelle est parmi ces trois figures : carré, rectangle,
cercle, celle qui a la plus grande surface ?

Soit p le périmetre donné.

Pour un cercle, son périmetre est égal a p=27R (R étant le rayon) et sa surface a
2 2

Y P

Ar? :E

2
R =nx

2
Pour un carreé, sa surface est égale a : 5_6 (le coté étant égal a p/4)

Pour un rectangle, son périmétre est égal a: p=2(L+1)ou L désigne sa longueur et | sa

largeur. Sa surface est égale &: S=Lx|=Lx (g— L) et cette surface est maximale pour la

valeur qui annule la dérivée de cette fonction concave a savoir L =§. Par conséquent la

surface d’un rectangle est la plus grande quand c’est un carré et donc on ne compare que la
2 2

surface du carré avec le cercle. Commel6>4r , IO—>f—6et le cercle a la plus grande

47
surface.



Exercice n®5

Soit f une fonction numérique d’une variable réelle trois fois continiment dérivable en un
point a.

1 f(a) f(a+h)
Soit D le déterminant défini par: D(a,h)=[1 f(a+h) f(a+2h)
1 f(a+2h) f(a+3h)

Calculer Lim b@h)
h—0 h4
En faisant une soustraction de lignes, on obtient :

1 f (a) f(a+h)
D(a,h)=|0 f(a+h)—f(@) f(a+2h)—f(a+h)
0 f(a+2h)—f(a) f(a+3h)—f(a+h)

On développe ce déterminant bien sOr par rapport & la premiére colonne pour obtenir :

D(a,b) =[(f(a+h) - f(@)x(f(a+3h)— f(a+h))]-[(f(a+2h)— f(a)x(f(a+2h)— f(a+h)]

Puis on applique la formule de Taylor a chaque expression a I’ordre 3 au voisinage de a
(’ordre 3 suffit, car le déterminant sera en h puissance 4, ce qui correspond au dénominateur
de la limite & calculer.

Ona:

f(a+h)—f(a)=hf (a)+h—f (a)+ f‘s’ (a)+o(h®)

f(a+2h)—f(@a)=2hf (a)+2h*f (a)+ 2 f® (@)+o(h?)

f(a+2h)— f(a+h)=hf (a+h)+h— f (a+h)+ f ® (@a+h)+o(h®)

f(a+3h)—f(a+h)=2hf (a+h)+2h?f (a+h)+ 2 @ (a+h)+o(h?)

Les termes en h? et h® s’éliminent, et le terme en h* est égal a: f (a)x f (3)(a)—(f ' (a))2

D@D _ ¢ @y f O@)-(f"(a)f

Donc Lim
h—0



Exercice n° 6

Soit f une application linéaire définie sur R*par :

f(x,y,2) :i(le—2y—32,—2x+10y—6z,—3x—6y+52)

1. Déterminer le noyau de f.

f(x,y,2) =0 implique 13x—2y -3z =0, —2x+10y -6z =0, —3x—6y+5z =0, soit y=2x
et z=3x. Le noyau est donc une droite engendrée par le vecteur de composantes (1, 2, 3).

2. Déterminer I’image de f.
L’image est le plan d’équation : X +2Y +3Z =0

3. Calculer les valeurs propres de la matrice M associée a f dans la base canonique

de R®.
13-144 -2 -3
Det(M-A1)=| -2 10-1424 -6 |. Enajoutant a la premiére colonne, deux fois la
-3 -6 5-142

deuxiéme et trois fois la troisiéme, on obtient :

1 -2 -3

Det(M —A1)=-144]2 10-144 -6 |. On soustrait trois fois la premiere ligne a la
3 -6 5-142

troisieme ligne :

1 -2 -3
Det(M —11)=(-142)(14(1- 1)) |2 10-144 —6 | et en développant par rapport a la

0 0 14-144
derniére ligne, on obtient : Det(M — A1) =—(14)*A(1- A1) *

Par conséquent O est une valeur propre simple et 1 une valeur propre double.
4. Expliciter la nature géométrique de 1’application f.

On constate que le noyau est orthogonal a I’image et que M? =M , il s’agit d’une projection
orthogonale sur le plan d’équation X +2Y +3Z =0



5. Ecrire la matrice S, dans la base canonique de R®, de la symétrie par rapport au plan
d’équation: X +2Y +3Z =0

On écrit d’abord dans une base obtenue avec le noyau et I’image, plus précisément :

e, =(-2,1,0) et e, =(-3,0,1) forment une base du plan de symétrie, donc S(e)=e, et
S(ez):ez

e, =(1,2,3) estun vecteur orthogonal au plan de symétrie, donc S (e;) = —e,

1 0 O
Donc dans cette base, S=|0 1 0
0 0 -1
-2 -3 1 -2 7 -6
La matrice de passageest P=| 1 0 2| etsoninverse: Plzl—ll -2 -4 5
o 1 2 1 2 3
1 9 -4 -6
Dans la base canonique S;=PSP™ =11 -4 3 -12
-4 -8 -1

6. Exprimer MS et SM (produits de deux matrices) dans la base formée par la réunion
d’une base du noyau de f et de ’image de f.

Ona: S(e)=e,S(e,)=e,, S(e;)=—e,et M(e,)=¢e,,M(e,)=¢e,, M(e;)=0

Par conséquent MS=SM =

o O B+
o O

0
0
0



