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Epreuve du I groupe

MATHEMATIQUES

Les calculatrices électroniques_non imprimantesavec entrée unique par clavier sont autorisées.
Les calculatrices permettant d’afficher des formuléres ou des tracés de courbe sont interdites.
Leur utilisation sera considérée comme une fraud€Cf. Circulaire n° 5990/OB/DIR. du 12.08.1988).

EXERCIE 1 (05,75 points)

Le plan complexe est muni du repére orthonormé (O, U, V) direct.
I. Soitz O C ou C désigne 'ensemble des nombres complexes.
Posons z = x + iy, x et y réels.

1) Sous quelle forme est écrit z? Quelle est sa partie réelle ? Quelle est sa partie

imaginaire ? (0,25 pt)
2) Quel est le module de z ? (0,25 pt)
3) Soit a un argument de z pour z I C*.

Déterminer le cosinus et le sinus de a en fonction de z. (0,5 pt)
4) Soit M(z) un point du plan complexe et M’(z’) 'image de M par la rotation de centre O et

d’angle 6.

Exprimer z’ en fonction de z et 6. (0,5 pt)

[I.  On considére dans C I'équation (E) d'inconnue z qui suit.
1
(E):Ezz + 4z0/3 +32 =0.

1) Résoudre I'équation (E). (0,5 pt)

2) On considére les points A et B d'affixes respectives a = — 43 — 4ietb = —4+/3 + 4i.
Calculer OA, OB et AB. (0,75 pt)
En déduire la nature du triangle OAB. (0,5 pt)

3) On désigne par C le point d’affixe ¢ = /3 + i et par D son image par la rotation de centre
O et d'angle g . (0,25 pt)
Déterminer I'affixe du point D.

4) On appelle G le barycentre des points pondérés (O, 1) ; (D, -1) et (B, -1).

a) Montrer que le point G a pour affixe g = —4+/3 + 6i. (0,5 pt)
b) Placer les points A, B, C et G sur une figure (unité graphique : 1 cm) (01 pt)
5) Déterminer une mesure en radians de I'angle (G_A), G_C)). (0,5 pt)
En déduire la nature du triangle GAC. (0,25 pt)
EXERCICE 2 (05,75 points)

I. On considére Q l'univers associé a une expérience aléatoire, A et B deux événements. Dans
le cas d’équiprobabilité rappeler les probabilités des événements suivants :

A, AsachantB,A N Bet (A n B)U (A NnB). (02 pts)

II. Une société de distribution d’électricité ayant une production insuffisante en électricité pour
assurer une alimentation continue dans tout le pays, procede a des délestages.
Ainsi a partir d’'un certain jour les délestages ont débuté dans une ville a un rythme décrit
comme suit :
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- Le premier jour la ville est délestée.
- Silaville est délestée un jour, la probabilité qu'elle soit délestée le jour suivant esty.

- Sielle n'est pas délestée un jour, la probabilité gu’elle soit délestée le jour suivant est p.

On désigne par D, I'événement : « La ville est délestée le n®™ jour » et p, la probabilité
de I'événement D,,, pn = p(Dp).

1) Montrer les égalités suivantes :

2 = 5
P(D1) = 1; p(Dn+1/Dn) = 3 P(Dnsa/Dy) = = (0,75 pt)
2) Exprimer pn+1 en fonction de p(Dn+1 N Dy) et p(Dp+1 N ﬁn). (0,5 pt)
3) En déduire que, quel que soitn O IN*, on a :
11 5
P+ == 5Pn + p (0,25 pt)

90
4) On pose U, = 6p— o Pourn (T IN*,
a) Montrer que la suite (U,) est géométrique. Préciser sa raison et son 1% terme.

(0,75 pt)
b) Exprimer U, puis p, en fonction de n. ) (01 pt)
c) Un match de football doit se jouer le 20°™ jour. Quelle est la probabilité pour que
les habitants de la ville le suivent sans délestage. (0,5 pt)
PROBLEME (08,5 points)
. . e 3(x—-1)3
I. Soit la fonction définie sur IR par f(x) = PR
1) Calculer les limites de f aux bornes de son ensemble de définition. (0,5 pt)
2) Déterminer la dérivée de f, étudier son signe et dresser le tableau de variation de f.
(01, 5 pt)
3) Montrer que I'équation f(x) = 1 admet une solution et une seule a O IR. (01 pt)
En déduire que 3 < a < 4.
. . e 3(In|x|-1)3
II. Soit la fonction g définie par g(x) = S
1) a) Montrer que g est définie sur IR*. (0,5 pt)
b) Démontrer que g est la composée de la fonction f et d’'une fonction h a préciser .
(0,25 pt)
c) Etudier la parité de g. (0,25 pt)
d) On note Dg =]0, +ool.
Soit k la restriction de g a De.
Calculer les limites de k aux bornes de Dg. Etudier les branches infinies. (01 pt)
2) a) En utilisant les questions 1) et 11 1) b.
Calculer k’ (x) et étudier les variations de k sur Deg. (0,5 pt)
Dresser le tableau de variations de k sur Dg, (0,5 pt)
b) Déterminer le point d’intersection de la courbe de k avec l'axe des abscisses et
préciser le signe de k. (0,5 pt)

3) a) Montrer que k réalise une bijection de ]0, +o[ sur un intervalle J a préciser. (0,5 pt)
c) Construire les courbes (#y) et ("), ¢« est la courbe représentative de la bijection
réciproque k™ de k dans un repére orthonormé ; unité graphique : 1 cm (01 pt)
Tracer la courbe de g dans le repére précédent. (0,5 pt)
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CORRIGE

EXERCICE N

l. 19 Z est écrit sous forme algébrique, x est sa partie réelle et y sa partie imaginaire
(ou iy). Nota bene : deux réponses correctes au moins pour avoir 0,25 pt

2) Son module est |Z| = fx2+y2.

3)cosa = R gin o =222
1Z] 1Z]

4) Soit 0(0), Z' —Z, = e'® (Z —ZO)

Z' = Ze"

.

1 2

(E): 72 + 42V3+32=0
1) A = (2V3)?%- 16 = —4.
N = (20)2
L= —2\/3—21 et 7, = —2\/1§+21.
2 2
On obtient : |Z; = —4V3 - 4i et |Z, = —4/3 +4i|.

2) a=—4V3-4i,b = —4V3 + 4i.
Ona:0A=|a|=8,0B=|b| =8 et AB =|8i] = 8. Donc OAB est un triangle équilatéral.

3) Z, = Zo €' = (§+i“2—§)(\/§+i).
Zp =%i(\/3 — ) (V3 +i).

4) G = barycentre du systeme {(O, 1), (D, -1), (B, -1)}.

a) g = 2Le" T = 7,47,

g = —4VJ3 + 6i|
b) Placons les points A, B, C et G dans le repére (0,4, V).

axe irﬁa,qinair

6

/L
/4

w
[y f

|
—

»

axe réel
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5) On vérifie que :

c—g V3
a-g 2"

{Ic—gl = la—g|
Donc

arg (%) = g [271];

. GA = GC
POU @A GO = 3 [2n]

Donc GAC est un triangle équilatéral direct
EXERCICE N2

1, .
= -+ 1
2

|) p(A) — Card A

Card(ANB
Card Q p (A /B) - Car(dB )
p(A) =p(ANB)+p(AnB), car A= (ANB)U (ANB) et ANB et ANB sont deux
événements incompatibles.
I Dpd)=1

2 — 5
P(Dn41/Dy) = 9 P(Dny1/Dy) = 5
2) p(Dn+1) = DPn+1
P(Dnt1) = p(Dpyr N Dn) + p(Dntq ﬂ_D_n) OrP(Dn_+1) = Pn+1
Donc ppy1 = p(Dp)p(Dnt1/Dn) + p(Dr)p(Dpy1/ Dy).

"o 2 5
D'ou ppy1 = §pn + (l_pn)g

—-11 5
Pr+1= g Pn + 6

3) Up=6p,—o n € IN’

90 15
a) U, = 6 Pn _Ez 6(pn _E)
15
Donc Upyi = 6(ppe1 — ﬁ)
En remplacant p,.; par son expression on a:
-11 5 15
Un+1 = 6(? Pn + 2755

-11
Uny1 = 6(? Pn t+
-11 55 18
Uny1 = 6 X ?( n —

11 6><29)' 9%
—-11
Un+1 =W(6 Pn — 29)
Donc q =_1—181
_ 90 90
MU = Uxgt U= 6py — h=6 -
84
Ul = 5
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D’ou
, _84 —11)”‘1 .
= — X (——
n =99 *(qg) m
1 90
Pn = g (Un + E
po= 1[8% 2yt %0
n 6 |29 (18 29
c) Soit g, la probabilité que la ville soit sans délestage le 20°™° jour.
G20 =1—Dp20 o
G20 = 6,483| a 1073. Prés par défaut.
PROBLEME

3(x—1)3
L T® =5y

Soit D, le domaine de définition de la fonction f,
D;=R car 3x*4+ 1#0 pourtout x € R,

1) |imoof(x)=—oo lim f(x) = +oo

X— X = +00

2) x—(x-1)° est dérivable sur IR comme puissance d’une fonction dérivable sur IR.

D'ou par produit  x— 3(x-1)* est dérivable sur R

x> 3x? + 1 dérivable sur IR et 3x?+ 10 pour tout réel ; par quotient x— f(x) dérivable sur IR.
Calculons f'(x)

3(x—1)2 (3x2 +1)— (x-1)°(6x)

F(x) =3

(B3x% +1)?

f(x) = 3 (x-1) [3(3X2 +1)_(X_1)6X].

3x2+1)?

9x % +3—6x > +6X
(3x%+1)2

wn=3@4f[

_9(x-1) 2 (x+1) 2

(3x% +1) 2

£(x)

X
f (X) + D + ) +

f +00

.4
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3) f continue et strictement croissante sur IR donc f réalise une bijection continue de IR
sur f(IR) =IR et 1€ f(IR).
Donc d’apreés le corollaire du théoreme des valeurs intermédiaires I'équation f(x) = 1 admet une
solution unique a € IR
Montrons 3 < a < 4.
La restriction de f a [3; 4] est une bijection continue et f(3) <1< f(4) donc I'équation
f(x) =1 admet une solution a €]3, 4.
3(Injx|—1)3
: 9(0) = 3In?x|+1
_ _ x#+0
1) a) g(x) existe si et seulement {3ln2 |x| 1120

or 3in?|x|+ 1 # 0 pour tout réel x # 0.

b)
__ 3(nx|-1)3

3 [(Infx)) ® +1]
g(x) = f(In|x|) en posant h(x) = In|x|

Ona [g(x) = (foh)(x), x # 0|

c) Dg=R"
Soit x € Dg donc —x € Dg (car R* stable par passage a I'oppose)
g(=x) = f(h(—=x)) or h paire = h(—x) = (x)

d’ou |g(—x) =gx), x # 0|

Il 1) c) Aussi g est paire sur Dg.
d) DE = ]0, + OO[
x>0 donc h(x) = Inx or k(x) = f(h(x))
lim h(x) =-00 et ||m f(x)=—
x-0% X — —00

—

Par composée | ||m k() =—
x- 0t

lim hx) =+ et ||m f(x) =+
X > +o0o

X - +00
Par composée lim k(x) =+
X — ~+oo
Etude des branches infinies en + o
3
K(x) = 3(1n);—1) .
3In " x+1

k(x) 3(In°x—3Inx* +3Inx — 1)

X x(3In’x + 1)
k() _ 3l 3
Pour x > 0 X2 ==X L
x X Br——]
1n2X
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lim k(x)=0 donc (Z%) admet en k une branche parabolique de direction
X = +00

celle de I'axe des abscisses.
2) a)ona k(x)=(foh)(x)
En utilisant la forme de la dérivation d’une forme composée on obtient :
K'(x) =h'(x) x f(h(x)) ;
K(x) = = F(h(x)).
K'(x) garde un signe positif sur ]0, + oo[ mais k’(x) s’annule en x vérifiant Inx-1 = 0 ou

Inx+1 =0
X=eoux=-
X 1
0 e e -0
T e T e '
‘ /‘G/L/m
-00
1\ _ 3(-1-1)3 _ _
k(Z) T 3+1 6
b) k(x) =0 < 3(lnx-1)3 =0
Inx =1

X=e
(Cx) coupe I'axe des abscisses en A (e, 0)

Six0]0, e[, k(x) <0
Six O]e,+oo, k(x) >0
Six=e,k(x)=0

3) a) k est continue et strictement croissante sur ]0, +o [ par composée de deux fonctions
continue et strictement croissante.
D’ou k réalise une bijection de ]0, +oo [ sur IR.
D’ou k(]O ; 4+oo]) =IR
Donc | = IR.
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