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Les candidats traiteront au choix I’un des trois sujets suivants.

Sujetn°® 1

Dans le monde actuel, peut-on encore parler d’indépendance nationale ? VVous illustrerez votre
argumentaire d’exemples concrets.

Sujet n° 2

A propos de la lutte contre la pauvreté, I’économiste Esther Duflo, dans son livre La politique
de I’autonomie, paru en 2012 (Ed. Le Seuil), explique que : « Tout le monde adore détester
I’aide internationale mais la plupart des difficultés n’ont rien a voir avec [I’aide
internationale. ». Qu’en pensez-vous ? Vous expliquerez les enjeux et les contextes.

Sujetn® 3

Selon vous la compétition de maniére générale est-elle dans notre monde un facteur de
progreés ou d’exclusion pour les individus ? Discutez et argumentez.
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Le sujet est constitué d’un probleme d’analyse et d’un probleme d’algebre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans ’énoncé pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.

Notations : on note N I’ensemble des entiers naturels et R le corps des nombres réels. Pour
mn

axm
polynomes a coefficients réels et R,,[X] le sous-espace de R[X] des fonctions polynémes de degré
inférieur ou égal a n. On identifie les polyndémes avec les fonctions polyndémes associées.

n € N, on note la dérivation n-ieme par rapport a la variable X, R[X] l'espace des fonctions

1 Probleme d’analyse

Le but du probleme d’analyse est d’étudier quelques propriétés des polynomes dit de Legendre.

1.1 Préliminaires

1. Calculer les dérivées des fonctions polynomes X2 — 1, (X2 —1)% et (X2 —1)3.

mn

On définit les polynomes P, (X) = 27371! dﬁiX” ((X? —1)") pour tout entier n € N avec Py(X) = 1.
2. Donner une expression simple des polynémes P,, pour n € {1,2,3}.
3. Pour tout n € N, calculer le degré de P,, et donner son coefficient dominant.
4. Soit N € N. Expliquer pourquoi la famille (P,,),<x est une base de I’espace vectoriel Ry [X].

5. Montrer que

1 dr

_ 2 n
—2np! dxn(X(X ")

Pn+1(X)



1.2 Autre expression

6. Soit f une fonction réelle. Déduire de 1’égalité

00y = LX) | A) =4

que toute fonction réelle est somme d’une fonction paire et d’une fonction impaire.
7. En déduire que la dérivée d’une fonction dérivable paire (resp. impaire) est une fonction
impaire (resp. paire).
8. Conclure sur la parité des fonctions polynéomes P, pour tout n € N.
Soit k un entier entre 0 et n. On note a,(gn) le coefficient d’ordre k£ du polynome P, tel qu’on ait la
formule suivante :

n
Pu(X) =Y " X",
k=0
9. En développant (X2 — 1)" & ’aide de la formule du binéme de Newton, montrer que les
coefficients a,(gn) sont donnés par la formule

(-DF  nl (2n — 2k)!
27 (n —k)k!nl(n — 2k)!’

a;_)% = L Cﬁch—Qk =

on si0<k<n/2,

sinon,

ol C’S désigne le nombre de combinaison de k éléments pris parmi n.
On obtient donc la forme équivalente

1 E(n/2)
PAX) = g 30 (DACECE, X
k=0

ou E est la fonction partie entiere.
10. Calculer pour tout n € N le coefficient dominant du polynéme

(n+1)P1(X) — (2n+ 1) X P, (X).
11. En déduire, pour tout n > 1, une majoration du degré du polynéme de Bonnet défini par
Bpi1(X):=(n+1)P1(X)— 2n+ 1)XP,(X) +nP,—1(X).

12. Calculer pour tout n € N le coefficient dominant du polynéme

d
de(PnH(X)) — (2n + 1) Py (X).
13. En déduire, pour tout n > 1, une majoration du degré du polynome de Rodrigues
d d
Ry (X) = ﬁ(PnJrl(X)) —(2n+ 1) P (X) — ﬁ(Pn—l(X))-
14. Montrer que pour tout n € N,
_ 1 ko n—k k
PAX) = g5 YORPX - ) HX 41

15. Montrer que pour tout n € N, P,(1) = 1. En déduire P,(—1).



1.3 Orthogonalité
On pose (-, -) la forme bilinéaire sur R[X| x R[X] définie par

(fig9) = /_1 f(t)g(t)dt.

16. Montrer que (-,-) est un produit scalaire.
Soit N € N, on dit que P est orthogonal & Ry[X] lorsque (P, Q) = 0 pour tout @ € Ry[X]. On

note || Py|* = (P,, P,) le carré de la norme de P, qu’on supposera égal & pour tout n € N.

2n+1
On supposera également que le polynéme de Bonnet B,yi et le polynome de Rodrigues R,, sont

identiquement nuls pour tout n € N.

17. Montrer 'implication suivante pour tout n > 1 :

{ Py est orthogonal a Ry, [X] = P, 12 est orthogonal & R,,_1[X].

P, +1 est orthogonal & R, [X]

18. Montrer que (P42, Ppt+1) = 0 pour tout n € N.
19. En déduire I'implication suivante pour tout n > 1 :

P, est orthogonal & R,,_1[X]
P, +1 est orthogonal & R, [X] = P2 est orthogonal a R,,1[X].
<PTL+27 Pn> =0

20. En déduire que P,; est orthogonal a R,[X] pour tout n € N. Conclure que, pour tout
N €N, la famille (P,)n,<n est une base orthogonale de Ry[X].

2 Probleme d’algebre

Dans ce probleme, on étudie un endomorphisme u sur R[X] qui laisse stable les sous-espaces
Ry [X] pour tout N € N; c’est-a-dire un endormorphisme tel que

Pour tout @ € Ry[X], u(Q) € Ry[X].

Les compositions successives de u notées v pour tout m € N ont alors la méme propriété (avec
la convention u’ = Id ot Id est 'endomorphisme identité). Pour tout P € Ry[X], on s’interroge
sur le sens de la limite de u™(P) lorsque m — +o00. On note Ker et Im respectivement le noyaux
et I'image d’un endomorphisme.

2.1 Sous-espaces stables

Soit v €]0, 1], on pose u, I’endomorphisme suivant

uy : RIX] — R[X]



1. Vérifier que u, est un endomorphisme qui laisse stable Ry [X] pour tout N € N,
Puisque u, laisse stable Ry[X] pour tout N € N, on peut définir u, y comme la restriction du
morphisme u, au sous-espace Ry[X] par la formule

uy N Ry[X] — Ry[X]
P — u,(P).

Montrer que u, ny est bien un endomorphisme.

Montrer que pour tout m € N, Ker u, y C Ker umj,l C Ker u:”‘j\rf
Que dire de la suite réelle (dy,)men définie par dy, = dim(Ker u}'y) ?
Montrer que pour tout m € N, Im uff}z C Im u;”j\r,l C Im wuy N.

Que dire de la suite réelle (i,,)men définie par i,, = dim(Tm u2'y) ?

AN i

2.2 Etude de UL,

Dans cette sous-partie, on pose N = 2 et v = 1/3. On va montrer que uT2(P) converge vers une
3 K

constante lorsque m — 400 et expliciter cette constante en fonction de P. Par souci d’allégement
des notations, on notera v I’endomorphisme u1 ,.
3

7. Donner la matrice de v dans la base canonique By = {1, X, X?} de Ry[X]. On notera cette
matrice M.

8. En déduire Ker v et Im v.

9. Montrer que les suites (dy,)men €t (im)men sont constantes.

10. Montrer que la famille By = {1,1 — 2X,1 — 6X + 6X?} est une base de Ry[X].

11. Donner la matrice de passage @ de B} & Bs.

12. Calculer I'inverse de la matrice Q).

13. En déduire la matrice D de v dans la base Bj.

14. Que représentent les vecteurs de Bj vis-a-vis de 'endomorphisme v ?

15. Pour tout polynéme P € Ro[X], on définit ap, bp et cp les coefficients réels tels que

P(X)=apX?+bpX + cp.

Ce sont les coordonnées de P dans la base By. Calculer les coordonnées ap, bp et ¢p de P
dans la base Bj.
16. Calculer M™ pour tout m € N.

On pose e, la forme linéaire d’évaluation du polynéme. C’est une forme linéaire qui a un polynéme
P fait correspondre la valeur de la fonction polynome associée au point z € R.

e, :RX] — R
P — P(z).

17. Montrer que e, n’est pas injective et qu’elle est surjective.
18. Expliciter la restriction de e, sur Ro[X] en fonction de z, ap, bp et cp.
2ap + 3bp + 6¢cp

m— 400 6
1

20. En déduire que pour tout z € [0,1], e,(v™(P)) — P(t)dt.

m—-+00 0

19. Montrer que pour tout z € [0, 1], e, (v™(P))
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Dans toute cette épreuve, R désigne I’ensemble des nombres réels.

Exercicen® 1

1 n
1. Pour n entier naturel, on pose Soit I, :I
0

dx . Calculer 1, 1,etl,.

n

1+X

2. Etudier la convergence de la suite (I,) et calculer sa limite si elle existe.

1
3. Calculer J = IL;(dx.
0 1+3/x

Exercice n°® 2

2
1. Soit K:R—>R définie par: K(t):%(l—%)l[_ﬁﬁ](t) ou | désigne la fonction

NG

indicatrice (ou caractéristique). Calculer IK (t)dt et jtzK (t) dt.
R R

2. Soient A un paramétre réel et p, f deux entiers naturels non nuls. On pose,
pour te[-p, f]:

K(t/A)

f
D K(t/2)

t=—p

0, = .Pour 4= p/\/g et f=p, calculer 6, en fonction de t et p.



3. On suppose seulement que A = p/\/g, calculer 6, en fonctiondet, fetp.

4. Comment peut-on interpréter K ?

Exercice n® 3

Soit f un endomorphisme d’un espace vectoriel réel E vérifiant :

fof =Af,o0u A estun parametre réel non nul.

Onnote L, = {f|fof=af}.

1. Montrer que toute fonction de L, est la composée d’une projection et d’une homothétie de
rapport A.

2. Montrer que pour toute fonction f de L,, le noyau de f et I'image de f sont deux sous
espaces supplémentaires de E .

3. Soit f,geL,.Montrer que (f +9) €L, sietseulementsi fog=go f =0.

4. Soient f eL, et gel, tellesque fog=gof.Montrer que gof €L, ou x dépend de
A et 4,.

5. Soit u un endomorphisme de E n’appartenant pas a L, et Vvérifiant
(u—axId)o(u-bx1Id) =0, ou a et b sont deux réels distincts et Id désigne I’application
identique.

Montrer que v=u—-ax Id et w=u—-bx Id appartiennenta L,.
Ecrire u sous la forme av + g w (on précisera les valeurs de « et S ) et en déduire u".

011

6. Soit A=|1 0 1|. Montrer que I’on peut trouver deux réels a et b tels que
110

(A—al)(A-bl)=0ou | estlamatrice unité. En déduire A".



Exercice n° 4

3 0 1
Soit A=|-1 3 -2].
-11 0

1. Déterminer les valeurs propres de A.

2. Calculer (A—21)%. En déduire I’inverse de A (si son inverse existe).

3. Trouver une base dans laquelle la matrice A est semblable a la matrice M =

o O N
o N -
N P O

4. Calculer A" pour tout entier naturel n.

Exercice n®5

Jr T 2n?

5 \2n*
Pour n un entier naturel non nul et xe R, on pose f, (x)= n (1—)(—} :
1. Calculer Lim f_(x)
N—-+o0

2. Soit g une fonction continue sur R et nulle en dehors d’un intervalle [a,b], déterminer
Limjg(x)fn(x) dx
—>+00 R

Exercice n®° 6

Soit la suite (u,) de nombre réels, décroissante et positive.

1.Onpose v, = 2" u,, . Déterminer la nature de la série Zvn en fonction de celle de ZUH

nx>1 nx1

2. On suppose de plus que la suite (u,) converge vers zéro. On pose :w, =n*u L

A-t-on un lien entre la convergence des deux séries de termes généraux (u,) et (w,) ?



Exercicen® 7

Soit f:U —Rdeclasse C', ou U est une partie de R".

On dit qu’une direction SeR" est admissible pour f en xeU s’il existe « >0 tel que:
X+aoeU pourtout « vérifiant 0< « <a.

1. Si x"réalise un minimum relatif pour f sur U et si & est une direction admissible pour f
en X, que peut-on dire du produit scalaire <df (x*),§>, ou df (x") désigne la différentielle de

fen x* ?

2.SiU=R", que peut-on dire de df (x") ?
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Le candidat résumera en 250 mots (réduction au 1/6°™) le texte suivant de Yves EKOUE
AMAITZ0 publié en janvier 2009. Il n’oubliera pas de préciser le nombre de mots utilisés a la

fin de sa copie.

Crise économique en Afrique : Vers un Etat social régulé

Il est quasiment sdr aujourd’hui que la conjoncture mondiale va se dégrader en 2009 et 2010
avec un taux de croissance mondial largement en dessous des 2,2 % annoncés par le Fonds
monétaire international. Les conséquences sur I’Afrique seront moins sensibles sur les
économies pétroliéres africaines ou les grands exportateurs de matieres premieres pour
lesquelles les prix n’auront pas chuté. Pour les autres, c’est une période d’incertitudes,
avec paradoxalement, de nouveaux risques comme |’augmentation des interventions de
I’armée dans la vie politique, des crises sociales et des gréves liées aux inégalites, a I’injustice
et a la corruption, une recrudescence des liens bilatéraux avec I’Occident aux depens de
I’intégration régionale africaine. Ceci peut déboucher sur une paralysie des intentions de
relance des économies africaines par le soutien au pouvoir d’achat et le paiement effectif de la
dette intérieure lesquels pourtant permettent de venir en appui aux petites et moyennes
entreprises et industries africaines y compris celles opérant dans I’artisanat et dans le
tourisme.

Alors que la croissance économique africaine a, bon an mal an, soutenu la croissance
mondiale, les dirigeants africains ne peuvent plus continuer a hiberner « au soleil ». lls ne
peuvent plus faire le dos rond face a une nouvelle crise économique en formation qui risque
de se transformer en opportunité pour ceux des pays qui font reposer leur démocratie
économique sur la régulation, la transparence et I’éthique. Il ne s’agit pas de relacher les
efforts de bonne gouvernance en augmentant le déficit public mais plutdt de considérer la
crise financiere occidentale comme une opportunité pour revoir les arbitrages budgétaires et
relancer la demande privée africaine. Pour ce faire, les Etats africains ne peuvent plus se
contenter de jouer sur les outils monétaires et budgétaires nationaux, mais doivent s’organiser
au niveau supranational et continental pour signer un pacte de soutien au pouvoir d’achat afin
d’opter et d’organiser enfin collectivement les processus permettant d’aboutir a de la
croissance économique partagée.



Une confiance retrouvée entre les dirigeants et les populations est indispensable. Cela suppose
des changements tels que : la nécessaire réforme de I’accés au crédit, la révision de la
conception laxiste des déelais de paiement en Afrique, la volonté réelle d’honorer la dette
intérieure comme partie intégrante de la relance économique, la relance budgétaire axée sur le
développement des capacites productives et de la productivité agricole, I’investissement dans
les infrastructures et I’organisation logistique. A I’instar des pays du G 20, I’Afrique ne peut
faire I’impasse sur une relance budgétaire sans s’appuyer sur les surplus dégagés sur le
continent y compris ceux des investisseurs étrangers. Bref, c’est d’une solidarité nouvelle
dont I’ Afrique a besoin pour faire face a la crise économique. A défaut, I’ Afrique aura hiberné
pendant la crise financiere occidentale laquelle ne restera pas sans conséquences facheuses sur
les économies africaines.

Avec environ 210 millions de sans emplois dans le monde en 2009, I’Organisation
internationale du Travail prévoit plus de 20 millions de chémeurs officiels rien que pour cette
année avec un taux d’exclusion trés élevé chez les moins de 24 ans. En Afrique,
avec I’instabilité du travail dans le secteur informel, les conséquences de la crise financiére
vont aggraver la fracture sociale tout en contribuant a I’augmentation de la précarité de
I’emploi. La conséquence directe sera une augmentation de la flexibilité non sollicitée dans le
travail, et en définitive, un recul sérieux du travail décent et du respect des droits acquis des
employés. La 2e conférence entre les partenaires sociaux organisée conjointement par I’OIT
et I’Union africaine a Ouagadougou au cours du mois de février ne manquera certainement
pas de rappeler I’acuité de la situation sans nécessairement y apporter des remedes. Les efforts
devront commencer au niveau de I’Etat et des partenaires sociaux eux-meémes.

Il faudra nécessairement organiser des assemblées annuelles quadripartites entre FEtat,
patronat, actionnaires et représentants des employés pour se mettre d’accord sur les
concessions et avancées a réaliser au cours de I’année et se revoir chaque année ou plus
souvent pour faire respecter les engagements pris et les faire évoluer. Mais tout ceci n’a pas
de sens si I’ Afrique continue a négliger systématiquement la production industrielle alors que
tous les chefs d’Etat africains ont approuvé en 2004 une stratégie commune de
développement des capacités productives en Afrique. Faut-il rappeler que c’est sur les criteres
de croissance négative consécutive de trois trimestres de la production industrielle qu’une
économie est déclarée en récession ? Malgré ces deux préceptes, la sortie de crise pour
I’ Afrique risque de prendre du temps et devra étre simplement intégrée dans les politiques de
croissance accélérée et partagée. A défaut, c’est bien a une augmentation du chémage officiel
et officieux que I’on va assister en 2009. Les bangues opérant en Afrique devraient pouvoir
bénéficier d’une forme de garantie des Etats afin de les amener & desserrer I’étau du crédit et a
assurer, grace a la sous-traitance, un systeme d’accompagnement par des sociétés de
consultants locaux afin d’assurer un taux de succes plus important des affaires et projets
privilégiant I’économie de proximité.

La production industrielle mondiale est en chute libre depuis prés de quatre trimestres dans les
pays riches avec comme conséquence un taux record de chémage prévu en 20009.
Cette récession du secteur industriel devrait rappeler a I’Afrique que le développement
durable ne peut se faire sans le développement industriel. Aussi, le développement des
capacités productives et la production manufacturiere fondée sur la transformation et la
diversification les secteurs productifs ou I’ Afrique présente des avantages compétitifs doivent
redevenir le moteur de la croissance de I’économie africaine. C’est pourtant a partir d’un
minimum d’environ 17 % de valeur ajoutée manufacturiére dans le produit intérieur brut que
les économies africaines pourront certainement contribuer a créer et partager de la richesse et
en conséquence réduire la pauvreté de maniére pérenne avec des occupations et des emplois
décents.



La contraction de I’activité mondiale va limiter les demandes en provenance de I’Afrique.
La perte de pouvoir d’achat des populations et la détresse des jeunes, avec ou sans diplémes,
risquent de devenir une bombe a retardement pour des dirigeants africains qui n’ont pas,
pour la plupart, pris la mesure des nouveaux enjeux et de leur inaptitude a faire preuve
d’audace et d’innovation au service des populations. Les rares usines africaines risquent de
tourner en deca de leur capacité de production de croisiere, le tourisme pourrait en retour
stagner du fait de I’insécurité et de I’imprévisibilité grandissante en Afrique alors que le
pouvoir d’achat fond chez les clients traditionnels. Le paquet fiscal qui aurait pu étre espéré
d’une industrie florissante en Afrique, mais détenue pour I’essentiel par des non-Africains,
suppose une anticipation et une volonté de batir pour les générations futures.
Malheureusement, la situation actuelle se caractérise plus par des engagements budgétaires
valorisant le surendettement avec un report quasi-systématique sur les Africains de demain
dont le péché originel risque d’étre endettés avant méme de naitre.

Aussi, la contraction profonde des économies riches au cours du premier trimestre 2009
devrait faire réagir I’Afrique. Il n’est donc plus question de tergiverser sur le soutien a
apporter aux entrepreneurs locaux et ingénieux. Il faut simplement les soutenir et les organiser
en réseaux d’affaires pour faire face a la compétition mondiale. C’est de pragmatisme
économique dont il est question ici. Les dogmes de I’économie du laisser-faire reposant
uniquement sur des politiques monétaristes ou des ajustements budgétaires congus comme des
gouffres sans fin sont & proscrire. Les défaillances des marchés ne peuvent faire oublier qu’il
faut des formes nouvelles d’économie du marché ou le volet social va de pair avec la
compétition régulée. Les dirigeants africains doivent oublier les vertus de I’Etat minimaliste
pronées par des institutions outre atlantique. Ils doivent au contraire prendre conscience que la
part de leur responsabilité individuelle, actuellement protégée par le statut diplomatique,
reste souvent écrasante dans le sort réservé aux populations africaines. Les dirigeants africains
devraient opter pour un Etat social régulé et rompre avec les délégations pyramidales du
pouvoir ou le sommet n’est jamais responsable, ni coupable.

L’économie doit redevenir productive et étre fondée sur la liberté d’agir des individus au
service des populations. Les économies de prédation a sens unique ne pourront résister
longtemps aux conséquences d’une crise multiforme qui accentue les inégalités. Les a priori
idéologiques, eux aussi venus d’ailleurs, doivent céder face a des formes de résolution des
crises économiques, a partir de I’originalité de pratiques africaines progressistes qui
s’enracinent dans une tradition non rétrograde. L’Afrique ne peut plus faire I’impasse sur son
industrialisation au risque de ne pas saisir I’opportunité que représente la crise financiére dont
I’Occident s’est rendu responsable. Le niveau élevé de la Diaspora africaine et les mutations
des nouvelles genérations décidées a en découdre avec leurs ainés bien peu audacieux
conduiront nécessairement a une révision des rapports capitalistes entre I’Etat,
les actionnaires, les partenaires sociaux et les employés vers plus d’humanité.



L’Afrique devra s’en donner les moyens en utilisant son capital humain et ses atouts en
ressources naturelles pour entrer de plein pied dans I’industrialisation. Les dirigeants africains
devraient profiter de cette crise venue d’ailleurs pour ne plus vivre sur le dos des génerations
futures en valorisant le travail, I’anticipation, I’interdépendance, les capacités productives et
I’organisation en reseaux afin de batir des complémentarités avec la complicité active de la
diversité plurielle des Africains. Si la corruption et la prédation doivent encore I’emporter,
I’effet de levier de I’endettement risque cette fois-ci de devenir un effet massue. Cela ouvrira
alors le champ & I’avénement, non plus a des Etats africains en défaillance, mais bel et bien &
des Etats en situation de banqueroute du fait d’arbitrages hasardeux des dirigeants, pris dans
les sollicitations alléchantes au plan individuel de certains acteurs transnationaux qui font de
I’éthique et les populations africaines, une priorité seconde. Le Ghana avec sa démocratie
politique renouvelée semble avoir le profil nécessaire pour organiser et réussir une démocratie
économique au service des populations. D’autres pays africains peuvent lui emboiter le pas.
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