SCIENCE EN HERBE MATHS TERMINALE S1 & S3

SERIE N°4-1: CALCUL INTEGRAL ET EQUATION DIFFERENTIELLE

Exercice 1:
Calculer les intégrales suivantes :

X723 = x =13 .
f (xsin®x + cos*x)dx ;[ T3y dx ; [y (1= |x = 1]*)dx ;
fo tV1 — t2dt; femdt'f In (%) dt, x > 1; [ e"*sinxdx; [§x?sinx

l l 1
fle (ﬂ += x) dx ; [2 (tanx - )dx
X X s tanx
Exercice 2 :
u?-1
1) Déterminer les réels a, b et c tels que : - ax+ b+ T
2) Ccalculer:[° —_ldx
3
3) Calculer: fn = dx
1-2sinx
o 1
4) Justifier que : L= —( = 4 == ), x'€]0; —
059161 2 \1+sinx 1-sinx 4
— dx

5) Endéduirel =

0 cosx
Exercice 3 :
1) Onposeu, = fle(lnx)"dx,n ENC 1 Ppuis établir une relation entre u,,; et
lln

. _ r@n+D)m
2) Onpose:v, = [,
a) Calculer v, et montr suite géométrique.
b) CalculerS,, = Y%

f 3 (sinx)™ (smx)

Exercice 4 : On consi
COoSXx

xcosxdx. En déduire I,,,, — I, en fonction de n.

iatoutx € [0; g] associe f(x) = In [ta" (§ + %)]

st une primitive de de la fonction g définie sur [O; g] par g(x) = @

1) Calculer les quatre premiers termes de la suite (u,,)
2) Soit g, le polyndme définipar: g,(x) =1 —x +x2 —x3+ -+ (—1)" 1x" 1, neN*

a) Montrer que pour tout x € R — {—1; 1} In(x) = %
b) Soit f la fonction définie par fn(x) — — gn(%). CaIcuIerf fn(x)dx en fonction de u,,

1+x
3) Montrer que V x € [0;1], —7 < fn(x) < x™. En déduire que : —2(n+1) < fo fn()dx <

——. Puis calculer lim u,,.
n+1

n—-+oo

Exercice 6 :
1) Soita € R%, montrer que foa tet dt = ae® — foaetdt.
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. _ra t(a—t)”
2) Soitn =>1,onposel, = fo e Tdt'

; an+1
a) Démontrer que: [, = D + L

2 n

b) Démontrer par récurrence que,Vn =1, e*=1+a+ % + -4 % +1,

. a” ' '
c) Démontrerque:0 <1, < F(ea -1)

n
3) On consideére la suite (u,,) définie par u, = —
I . ’ 1
a) Calculer X2 Montrer qu’il existe un entier naturel ny tel que : vV n = ng, upyq < > Un
n
- 1\ Mo . .
b) EndéduirequeVn=ng 0<u, <u,, (—) .Calculer lim uyet lim I,
2 n—-+oo n-+oo
2 n
c) Montrer que lim (1 +a+=+- +a—) = et
n-+oo 2! n!
Exercice 7 :

Soit F: R — R définie par: F(x) = [

2x dt
X VtA+tZ+1

1) Montrer que la fonction F est définie sur R
2) Montrer que la fonction F est impaire et étudier ses variations.
s . cps y 1
3) On considére la fonction f définie sur [0; +oo[ par f(t) = N
a) Etudier les variations de f.
b) Soitx >0, montrerque:V t € [x;2x], 0 < f(t)h< f (%)
X
g < < . S 5
c) EndéduirequevVx >0, 0<F(x) < NreTeh Quelle est lallimite de F en 400 *
4) Donner 'allure de la courbe de F.
Exercice 8 :

Soit F la fonction définie par : F(x) = foxe‘tzdt

1) Etudier la fonction f: x +— e~*" et traceb sa courbe représentative
2) Montrer que F est une fonction impaire.
3) Etudier le sens de variation'de F.
4) MontrerqueV t € [1;#Feo[ond: et < et
5) EndéduirequeVt € [1; +o[ ona: ffe-tzdtsi
6) MontrerqueV t € [1; +eo[ona: F(x) <F(1)+%
7) En déduired’ a'unelimite finiel en +oo.
8) Calculer@l'aide dejla méthode des rectangles, une valeur approchée de F(1) a 0,1 prés.
9) Donner alors un encadrement de | et I'allure de la courbe de F.
Exercice 9

Soit f la fonction définie'sur [0; 1] par: f(x) = sinmx

1-

a) Tracer la courbe représentative (C) de f. unité 8m.
b). Caleculer/ = fo sinmxdx. Interpréter géométriquement cette intégrale.

2) Pour tout entier naturel n > 2, on pose : S,, = %[f(O) +f (%) +f (%) ot f (nT_l)]

a) interpréter géométriguement S,,. Faire la figure pour n = 8.
.TT 2TC n—1
b) Prouverque:1+en+e'n +--+en " = Ll_
1-e'n
c) En déduire que csinZ+ sin2Z + - + sin (n—_ln) = tan—
n 2 n n 2n
d) Prouverque: lim S, ==
n—-+oo T
3). Comparer les résultats des questions 1) et 2) et interpréter graphiqguement.
Exercice 10 :
. . fpn s 2x—Inx
Soit f la fonction définie sur ]0; +oo[ par: f(x) = T

1)

Soit ] = flzf(x)dx
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21 < , L . .
a) Calculer fl %dx, a I'aide d’une intégration par partie.

b) En déduire)

2) on pose U,, = % Lof(l + %)
a) Etudier les variations de f sur ]0; +oo[
b) Soit k un entier naturel tel que 0 < k < n — 1. Montrer que

k+1
1 k 1+= -~ 1 k+1
zf(l‘l‘;)ﬁfu_% f(x)de;f(1+T)
c) Endéduire que: U, —=f(2) <J < Uy — - f(1).Puis] + (1) < Uy < Uy + - £(2), et
limU,

n—+oo
Exercice 11 :

Soit (£) la courbe d’équation : y = %\/ 16 — x2
1) Montrer que () est I'image du demi-cercle (C): x? + y? = 16, yu= 0 jpar I"affinité
orthogonale d’axe (xx”) et de rapport + %

2) Calculer I'aire de la partie E du plan délimité par (£) et I'axe (xx")
3) Calculer le volume du solide de révolution engendré par la retation de)E autour de (xx")
4) Calculer le volume du solide de révolution engendré parla rotation de E autour de (yy’)

Probléme 1 :

Partie A : Soit ¢ la fonction définie sur R par.: V'x %0, @(x) = exp (— x—lz) etp(0)=0
1- Montrer que @ et ¢’ sont continues et dérivables surR et que
V x ER, ona2¢p(x) = x3¢'(x) (1)
2- Etudier ¢ et construire sa. Onvprécisera les points d’inflexions éventuelles

Partie B : Soit f la fonction définie'par : ¥, x& 0, f(x) = exp (%) foxfp(t)dt et f(0)=0
1- a) Montrer que f est impaire
.b) Montrer que : % x>0 on a fox(p(t)dt < xexp (— x—12)
.c) En déduireque f est continue en O puis sur R
2- Montrer que V %7 Opf'(x) =1 —%f(x)
3- .a) Enwtilisant{(1) montrer que : V x > 0 foxq)(t)dt = x;go(x) — %fox t2p(t)dt
.b) Montrer que.v.4& > 0 fox t2p(t)dt < x3exp (— xiZ)

.c) Calculer lir(r)l+ (@) Que peut-on en déduire ? f est-elle dérivable en 0 ?
xX—

. f(x
.d) Calculer xll,%l+ ( e )
4- En utilisant (1), montrer que :
5
a) Vx>0 [l t2p()dt =) -2 [ tre(tdt, 2)

b) Vx>0 f;c t*p(t)dt < xSexp (— x—lz) (3)
@) ~1

c) Enutilisant (2) et (3), établir que xlir(r)1+ ( e 5
d) En déduire que f est continue en 0.

Probléme 2 :

Partie A :

1- Montrer que pour tout réel t positifona:int <t — 1.
2- Soit f la fonction de R vers R définie par: f(x) = x_’;nx
a) Calculer les limites aux borne de I'ensemble de définition de f.
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b) Etudier les variations de f.
c) Montrer que f est prolongeable par continuité en zéro par une fonction g.
d) Etudier la dérivabilité de g en 0. Et tracer la courbe de g.
e) Soit x un réel fixé de I'intervalle [1; +oo[. Calculer en justifiant son existence, la limite de la
. o . l
suite définie sur N* par: u, = Y}, (%) .
Partie B : on se propose d’étudier la fonction F définie sur ]0; +oo[ par: F(x) = flx t_intdt

f)

Justifier I'existence et la dérivabilité de F sur |0; +oo[ .

Etudier le sens de variation de F.

Déterminer le signe de F(x) suivant les valeurs de x. quelle signifie géométrique peut-on
donner du réel F(x) ?

Etude de la limite de F en 0.

Démontrer que pour tout x € ]0; 1], ona: x_fnx <x

2_
En déduire que pour tout x € |0; 1], 0on a :le <Fx)<0

g - . 1
En déduire F admet en 0 une limite @ comprise entre — et 0

Etude de la limite de F en 400

Montrer que, pour tout x de [1; +o[.Ona: f(x) = 1.

En déduire la limite de F en 40

On se propose d’encadrer la fonction F par deux fenctions'sur [1; #oo].

Calculer flx(l + Int)dt, pour x € ]0; +oo[

Montrer quesi:t > 1, alors : ﬁ <1+ Int

En déduire que, pour tout x de [1; +oo[. Oma.: F(x) < x < Inx
Calculer flx (1 + lnTt) dt, pour x €40; +oo[

Montrer que pour tout x de [1; +oo[,0na: x + %(lnx)2 —1<F()
Encadrer le réel F(x) pourg supérieuna 1u

Exercice 12 :

1-
a)
b)
2-

3-

On consideére I'équation différentielle (E) : y" — 3y' + 2y =0

Résoudre I'équatien différentielle’(E)

Quelle est la solution.de (E) dont la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 la méme
tangente que la courbe'de lafonction f(x) = e3*

Déterminer la fonetion g deux fois dérivable sur R telle que 9g"(x) — 18g'(x) +

10g(x) =0.et'dont la,courbe passe par les points A(0; v3) et B(m;0)

Soit'0 <6 < %, résoudre I'équation différentielle : (1 + cos20)y" — (2sin26)y’ + 2y =

0

Exercice 13 :

a)
b)

Résoudre lés équations différentielles :

7y" $2y =2x3 —5x2+4x—1; b))y +y=xe™*; )y —y=sinx; e)y —y=
e*lnx

Résoudre I'équation différentielle: 4y" — 12y’ + 9Y = (9x + 3)e3*

Soit I'équation différentielle : y" + 3y’ + 2y = xx—_zle"‘ (D

Vérifier que la fonction f telle que : f(x) = e *Inx est solution de (1)

En déduire la solution générale de (1)

Exercice 14 :

Résoudre I'équation différentielle (E) : y" + 2y' + 5y =0
Déterminer la solution qui vérifie: f(0) =1 et f'(0) = —1

Onpose: F(x) = —g[f’(x) + 2f(x)]
Démontrer que F est une primitive de f sur R. Expliciter F(x)
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b) En déduire le calcul de [ f(x)dx
4- Soit 'équation 2y’ + y = 5e2*. En faisant le changement de fonctiony = z + e?¥,
déterminer les solutions de cette équation.
Exercice 15 :
On consideére le systéeme suivant :
y' + 4z = 2e*
{ 7z —y=e?
1- Trouver I'équation différentielle du second ordre (E) satisfaite par y.
2- Intégrer I'’équation (E) en déduire la solution générale du systeme. Préciser la solution qui
vérifie: y(0) =1 etz(0) = -1
Exercice 16 :
1- Résoudre I’équation différentielle y" + y = 0 (1)

2- Soit g une fonction deux fois dérivable sur R* et f la fonction définieparaf (x) = xg G)
Exprimer f”(x) enfonctionde g G) et x.

3- On considere I'équation différentielle : y" = —x—14y (2). Démontrer gue g estsolution de

(2) si et seulement si f est solution (1).
4- En déduire 'ensemble des solution de (1).
Exercice 17 :
1- Déterminer la solution de I'équation différentielle : y* +2y"4 1 =0 vérifiant
y(0) = 0 et y'(0) = 1. Etudier les variation de cette fonction et tracer sa courbe.
2- Pour tout entier naturel on pose : f,(x) = xe 2 ¥€R.

a) Comparer fr,41(x) et f,,(2x)

b) On désigne par C,, la courbe de f,.[Par quelleitransformation passe- t-on- de C,, a €44
1 n

3- Plus généralement on pose 4,, = fO(Z) £ (x)dx.

a) Calculer 4, = f01 fo(x)dx.
b) Comparer 4, et A, 11
c) Quelle est la nature de la suite (4,,) ?
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