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Exercice 1:   
Calculer les intégrales suivantes : 

 ∫ (𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥 + 𝑐𝑜𝑠4𝑥)𝑑𝑥
𝜋

2
0

 ;∫
𝑥−2

(2𝑥−3)2 𝑑𝑥
1

0
 ; ∫ (1 − |𝑥 − 1|3)𝑑𝑥

3

0
 ; 

∫ 𝑡√1 − 𝑡2𝑑𝑡; 
1

0 ∫
𝑙𝑛𝑡

𝑡2 𝑑𝑡; ∫ 𝑙𝑛 (
𝑡−1

𝑡+1
) 𝑑𝑡, 𝑥 > 1; ∫ 𝑒−2𝑥𝑠𝑖𝑛2𝑥𝑑𝑥;

𝜋

0

𝑥

2

𝑒

1
 ∫ 𝑥2𝑠𝑖𝑛3𝑥𝑑𝑥

𝜋

6
0

 ; ∫ 𝑙𝑛2𝑥𝑑𝑥; 
1

0
 

∫ (
𝑙𝑛𝑥

𝑥
+

𝑙𝑛2𝑥

𝑥
) 𝑑𝑥

𝑒

1
 ; ∫ (𝑡𝑎𝑛𝑥 −

1

𝑡𝑎𝑛𝑥
) 𝑑𝑥

𝜋

3
𝜋

6

 

 Exercice 2 : 

1) Déterminer les réels 𝑎, 𝑏 et 𝑐 tels que : 
𝑢2−1

2𝑢−1
= 𝑎𝑥 + 𝑏 +

𝑐

2𝑢−1
,    𝑢 ≠

1

2
 

2) Calculer :∫
𝑥2−1

2𝑥−1
𝑑𝑥

0

−1
 

3) Calculer : ∫
𝑐𝑜𝑠3𝑥

1−2𝑠𝑖𝑛𝑥
𝑑𝑥

0

−
𝜋

6

 

4) Justifier que : 
1

𝑐𝑜𝑠𝑥
=

1

2
(

𝑐𝑜𝑠𝑥

1+𝑠𝑖𝑛𝑥
+

𝑐𝑜𝑠𝑥

1−𝑠𝑖𝑛𝑥
) ,   𝑥 ∈ [0; 

𝜋

4
] 

5) En déduire 𝐼 = ∫
𝑑𝑥

𝑐𝑜𝑠𝑥

𝜋

4
0

 

Exercice 3 : 

1) On pose 𝑢𝑛 = ∫ (𝑙𝑛𝑥)𝑛𝑑𝑥
𝑒

1
, 𝑛 ∈ ℕ Calculer 𝑢0 𝑒𝑡  𝑢1  puis établir une relation entre 𝑢𝑛+1 et 

𝑢𝑛 

2) On pose : 𝑣𝑛 = ∫ 𝑒−𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
(2𝑛+1)𝜋

2𝑛𝜋
.  

a) Calculer 𝑣𝑛 et montrer que (𝑣𝑛) est une suite géométrique. 
b) Calculer 𝑆𝑛 = ∑ 𝑣𝑖

𝑛
𝑖=0  puis lim

𝑛→+∞
𝑆𝑛 

Exercice 4 :  On considère l’intégral 𝐼𝑛 = ∫
(𝑠𝑖𝑛𝑥)𝑛

𝑐𝑜𝑠𝑥
𝑑𝑥

𝜋

3
0

 

1) Calculer l’intégrale : ∫ 𝑠𝑖𝑛𝑛𝑥𝑐𝑜𝑠𝑥𝑑𝑥
𝜋

3
0

. En déduire 𝐼𝑛+2 − 𝐼𝑛  en fonction de 𝑛. 

2) Calculer 𝐼3 et 𝐼5 

3) Soit f l’application qui à tout 𝑥 ∈ [0; 
𝜋

3
]  associe 𝑓(𝑥) = 𝑙𝑛 [𝑡𝑎𝑛 (

𝑥

2
+

𝜋

4
)] 

a) Montrer que 𝑓 est une primitive de de la fonction g définie sur [0; 
𝜋

3
]  par 𝑔(𝑥) =

1

𝑐𝑜𝑠𝑥
 

b) En déduire 𝐼2 et 𝐼4 
Exercice 5 : 

On pose 𝑢𝑛 = 1 −
1

2
+

1

3
−

1

4
+ ⋯ +

(−1)𝑛+1

𝑛
, 𝑛 ∈ ℕ∗ 

1)  Calculer les quatre premiers termes de la suite  (𝑢𝑛) 
2) Soit 𝑔𝑛  le polynôme défini par : 𝑔𝑛(𝑥) = 1 − 𝑥 + 𝑥2 − 𝑥3 + ⋯ + (−1)𝑛−1𝑥𝑛−1 , 𝑛 ∈ ℕ∗ 

a) Montrer que pour tout 𝑥 ∈ ℝ − {−1; 1}, 𝑔𝑛(𝑥) =
1−(−𝑥)𝑛

1+𝑥
 

b) Soit f la fonction définie par 𝑓𝑛(𝑥) =
1

1+𝑥
− 𝑔𝑛(𝑥). Calculer ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

1

0
 en fonction de 𝑢𝑛 

3) Montrer que ∀ 𝑥 ∈ [0; 1], −
𝑥𝑛

2
≤ 𝑓𝑛(𝑥) ≤ 𝑥𝑛. En déduire que : −

1

2(𝑛+1)
≤ ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥

1

0
≤

1

𝑛+1
. Puis calculer lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛. 

Exercice 6 : 

1) Soit 𝑎 ∈ ℝ+
∗ , montrer que ∫ 𝑡𝑒𝑡𝑎

0
𝑑𝑡 = 𝑎𝑒𝑎 − ∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡.

𝑎

0
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2) Soit 𝑛 ≥ 1, on pose 𝐼𝑛 = ∫ 𝑒𝑡 (𝑎−𝑡)𝑛

𝑛!
𝑑𝑡.

𝑎

0
  

a) Démontrer que : 𝐼𝑛 =
𝑎𝑛+1

(𝑛+1)!
+ 𝐼𝑛+1  

b) Démontrer par récurrence que, ∀ 𝑛 ≥ 1,    𝑒𝑎 = 1 + 𝑎 +
𝑎2

2!
+ ⋯ +

𝑎𝑛

𝑛!
+ 𝐼𝑛   

c) Démontrer que : 0 ≤ 𝐼𝑛 ≤
𝑎𝑛

𝑛!
(𝑒𝑎 − 1) 

3) On considère la suite (𝑢𝑛) définie par  𝑢𝑛 =
𝑎𝑛

𝑛!
 

a) Calculer 
𝑢𝑛+1

𝑢𝑛
. Montrer qu’il existe un entier naturel 𝑛0 tel que : ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0, 𝑢𝑛+1 ≤

1

2
𝑢𝑛 

b) En déduire que ∀ 𝑛 ≥ 𝑛0, 0 ≤ 𝑢𝑛 ≤ 𝑢𝑛0
(

1

2
)

𝑛−𝑛0
. Calculer lim

𝑛→+∞
𝑢𝑛 et lim

𝑛→+∞
𝐼𝑛 

c) Montrer  que lim
𝑛→+∞

(1 + 𝑎 +
𝑎2

2!
+ ⋯ +

𝑎𝑛

𝑛!
) = 𝑒𝑎 

Exercice 7 : 

Soit 𝐹: ℝ → ℝ définie par : 𝐹(𝑥) = ∫
𝑑𝑡

√𝑡4+𝑡2+1

2𝑥

𝑥
 

1) Montrer que la fonction  𝐹 est définie sur ℝ 
2) Montrer que la fonction 𝐹 est impaire et étudier ses variations. 

3) On considère la fonction 𝑓 définie sur [0; +∞[ par 𝑓(𝑡) =
1

√𝑡4+𝑡2+1
 

a) Etudier les variations de 𝑓. 
b) Soit 𝑥 > 0,  montrer que : ∀  𝑡 ∈ [𝑥; 2𝑥],   0 ≤ 𝑓(𝑡) ≤ 𝑓(𝑥)  

c) En déduire que ∀ 𝑥 > 0, 0 ≤ 𝐹(𝑥) ≤  
𝑥

√𝑥4+𝑥2+1
. Quelle est la limite de 𝐹 en +∞ ? 

4) Donner l’allure de la courbe de 𝐹. 
Exercice 8 : 

Soit F la fonction définie par : 𝐹(𝑥) = ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

0
 

1)  Etudier la fonction 𝑓:  𝑥 ⟼ 𝑒−𝑥2
 et tracer sa courbe représentative 

2) Montrer que 𝐹 est une fonction impaire. 
3) Etudier le sens de variation de 𝐹. 

4) Montrer que ∀ 𝑡 ∈ [1; +∞[ on a :  𝑒−𝑡2
≤ 𝑒−𝑡 

5) En déduire que ∀ 𝑡 ∈ [1; +∞[ on a :  ∫ 𝑒−𝑡2
𝑑𝑡

𝑥

1
≤

1

𝑒
 

6) Montrer que ∀ 𝑡 ∈ [1; +∞[ on a :  𝐹(𝑥) < 𝐹(1) +
1

2
 

7) En déduire 𝐹 a une limite finie 𝑙 en +∞. 
8) Calculer à l’aide de la méthode des rectangles, une valeur approchée de 𝐹(1)  à 0,1 prés. 
9) Donner alors un encadrement de l et l’allure de la courbe de 𝐹. 

Exercice 9 : 
Soit 𝑓 la fonction définie sur [0; 1] par : 𝑓(𝑥) = 𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥 

1- a)  Tracer la courbe représentative (C) de 𝑓. unité  8m. 

b). Calculer 𝐼 = ∫ 𝑠𝑖𝑛𝜋𝑥𝑑𝑥
1

0
. Interpréter géométriquement cette intégrale. 

      2) Pour tout entier naturel 𝑛 ≥ 2, on pose : 𝑆𝑛 =
1

𝑛
[𝑓(0) + 𝑓 (

1

𝑛
) + 𝑓 (

2

𝑛
) + ⋯ + 𝑓 (

𝑛−1

𝑛
)] 

a) interpréter géométriquement 𝑆𝑛. Faire la figure pour 𝑛 = 8. 

b) Prouver que : 1 + 𝑒𝑖
𝜋

𝑛 + 𝑒𝑖
2𝜋

𝑛 + ⋯ + 𝑒𝑖
𝑛−1

𝑛
𝜋 =

2

1−𝑒
𝑖
𝜋
𝑛

 

c) En déduire que : 𝑠𝑖𝑛
𝜋

𝑛
+ 𝑠𝑖𝑛

2𝜋

𝑛
+ ⋯ + 𝑠𝑖𝑛 (

𝑛−1

𝑛
𝜋) = 𝑡𝑎𝑛

𝜋

2𝑛
 

d) Prouver que : lim
𝑛→+∞

𝑆𝑛 =
2

𝜋
 

     3).   Comparer les résultats des questions 1) et 2)  et interpréter graphiquement. 
Exercice 10 : 

Soit 𝑓 la fonction définie sur ]0; +∞[ par : 𝑓(𝑥) =
2𝑥−𝑙𝑛𝑥

2√𝑥
 

1) Soit 𝐽 = ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
2

1
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a) Calculer ∫
𝑙𝑛𝑥

2√𝑥
𝑑𝑥

2

1
, à l’aide d’une intégration par partie. 

b) En déduire J 

2) on pose 𝑈𝑛 =
1

𝑛
∑ 𝑓 (1 +

𝑘

𝑛
)𝑛

𝑘=0  

a) Etudier les variations de f sur ]0; +∞[ 
b) Soit 𝑘 un entier naturel tel que 0 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛 − 1. Montrer que 

 
1

𝑛
𝑓 (1 +

𝑘

𝑛
) ≤ ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥 ≤

1

𝑛
𝑓 (1 +

𝑘+1

𝑛
)

1+
𝑘+1

𝑛

1+
𝑘

𝑛

 

c) En déduire que : 𝑈𝑛 −
1

𝑛
𝑓(2) ≤ 𝐽 ≤ 𝑈𝑛 −

1

𝑛
𝑓(1).Puis 𝐽 +

1

𝑛
𝑓(1) ≤ 𝑈𝑛 ≤ 𝑈𝑛 +

1

𝑛
𝑓(2), et 

lim𝑈𝑛
𝑛→+∞

 

Exercice 11 : 
 

Soit (ℰ) la courbe d’équation : 𝑦 =
1

2
√16 − 𝑥2 

1) Montrer que (ℰ) est l’image du demi-cercle (𝐶): 𝑥2 + 𝑦2 = 16, 𝑦 ≥ 0  , par l’affinité 

orthogonale d’axe (𝑥𝑥’) et de rapport ∓
1

2
. 

2) Calculer l’aire de la partie  E du plan délimité par (ℰ) et l’axe (𝑥𝑥’) 
3) Calculer le volume du solide de révolution engendré par la rotation de E autour de (𝑥𝑥’) 
4) Calculer le volume du solide de révolution engendré par la rotation de E autour de (𝑦𝑦’) 

 
Problème 1 : 
 

 Partie A : Soit 𝜑 la fonction définie sur ℝ par : ∀  𝑥 ≠ 0, 𝜑(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝 (−
1

𝑥2)   𝑒𝑡 𝜑(0) = 0 

1- Montrer que 𝜑 et 𝜑′  sont continues et dérivables sur ℝ et que 
 ∀  𝑥 ∈ 𝑅,  on a 2𝜑(𝑥) = 𝑥3𝜑′(𝑥)  (1) 

2- Etudier 𝜑 et construire sa. On précisera les points d’inflexions éventuelles 

Partie B : Soit 𝑓 la fonction définie par : ∀  𝑥 ≠ 0,  𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥𝑝 (
1

𝑥2) ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
  et 𝑓(0) = 0 

1- a) Montrer que 𝑓 est impaire 

.b) Montrer que : ∀  𝑥 > 0  on a  ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
 ≤ 𝑥𝑒𝑥𝑝 (−

1

𝑥2)      

     .c) En déduire que 𝑓 est continue en 0 puis sur ℝ 

2- Montrer que  ∀  𝑥 ≠ 0,  𝑓′(𝑥) = 1 −
2

𝑥3 𝑓(𝑥) 

3- .a) En utilisant (1) montrer que : ∀  𝑥 > 0  ∫ 𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
=

𝑥3

2
𝜑(𝑥) −

3

2
∫ 𝑡2𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
 

.b) Montrer que ∀  𝑥 > 0  ∫ 𝑡2𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
≤ 𝑥3𝑒𝑥𝑝 (−

1

𝑥2)   

  .c) Calculer lim
𝑥→0+

(
𝑓(𝑥)

𝑥
). Que peut-on en déduire ? 𝑓 est-elle dérivable en 0 ? 

 .d) Calculer lim
𝑥→0+

(
𝑓(𝑥)

𝑥2 ) 

4- En utilisant (1), montrer que : 

a) ∀  𝑥 > 0  ∫ 𝑡2𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
=

𝑥5

2
𝜑(𝑥) −

5

2
∫ 𝑡4𝜑(𝑡)𝑑𝑡

𝑥

0
,  (2) 

b) ∀  𝑥 > 0  ∫ 𝑡4𝜑(𝑡)𝑑𝑡
𝑥

0
≤ 𝑥5𝑒𝑥𝑝 (−

1

𝑥2)     (3) 

c) En utilisant (2) et (3), établir que lim
𝑥→0+

(
𝑓(𝑥)

𝑥3 ) =
1

2
 

d) En déduire que 𝑓 est continue en 0. 
Problème 2 : 
Partie A : 

1- Montrer que pour tout réel 𝑡 positif on a : 𝑙𝑛𝑡 ≤ 𝑡 − 1. 

2- Soit 𝑓 la fonction de ℝ vers ℝ définie par : 𝑓(𝑥) =
𝑥

𝑥−𝑙𝑛𝑥
 

a) Calculer les limites aux borne de l’ensemble de définition de 𝑓. 
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b) Etudier les variations de 𝑓. 
c) Montrer que 𝑓 est prolongeable par continuité en zéro par une fonction 𝑔. 
d) Etudier la dérivabilité de 𝑔 en 0. Et tracer la courbe de 𝑔. 
e) Soit 𝑥 un réel fixé de l’intervalle [1; +∞[. Calculer en justifiant  son existence, la limite de la 

suite définie sur ℕ∗ par : 𝑢𝑛 = ∑ (
𝑙𝑛𝑥

𝑥
)

𝑘
𝑛
𝑘=0 . 

Partie B : on se propose d’étudier la fonction 𝐹 définie sur ]0; +∞[  par : 𝐹(𝑥) = ∫
𝑡

𝑡−𝑙𝑛𝑡

𝑥

1
𝑑𝑡 

1- Justifier l’existence et la dérivabilité de 𝐹 sur ]0; +∞[  . 
2- Etudier le sens de variation de 𝐹. 
3- Déterminer le signe de 𝐹(𝑥) suivant les valeurs de 𝑥. quelle signifie géométrique peut-on 

donner du réel 𝐹(𝑥) ? 
4- Etude de la limite de 𝐹 en 0. 

a) Démontrer que pour tout 𝑥 ∈ ]0; 1], on a : 
𝑥

𝑥−𝑙𝑛𝑥
≤ 𝑥 

b) En déduire que pour tout 𝑥 ∈ ]0; 1], on a : 
𝑥2−1

2
≤ 𝐹(𝑥) ≤ 0 

c) En déduire 𝐹 admet en 0 une limite 𝛼 comprise entre −
1

2
  et 0. 

5- Etude de la limite de 𝐹 en +∞ 
a) Montrer que, pour tout 𝑥 de [1; +∞[. On a : 𝑓(𝑥) ≥ 1.  
b) En déduire la limite de 𝐹 en +∞ 
6- On se propose d’encadrer la fonction 𝐹 par deux fonctions sur [1; +∞[. 

a) Calculer ∫ (1 + 𝑙𝑛𝑡)𝑑𝑡
𝑥

1
, pour 𝑥 ∈ ]0; +∞[   

b) Montrer que si : 𝑡 ≥ 1, alors : 
𝑡

𝑡−𝑙𝑛𝑡
≤ 1 + 𝑙𝑛𝑡 

c) En déduire que, pour tout 𝑥 de [1; +∞[. On a : 𝐹(𝑥) ≤ 𝑥 ≤ 𝑙𝑛𝑥 

d) Calculer ∫ (1 +
𝑙𝑛𝑡

𝑡
) 𝑑𝑡

𝑥

1
, pour  𝑥 ∈ ]0; +∞[   

e) Montrer que pour tout 𝑥 de [1; +∞[, on a : 𝑥 +
1

2
(𝑙𝑛𝑥)2 − 1 ≤ 𝐹(𝑥) 

f) Encadrer le réel 𝐹(𝑥) pour 𝑥 supérieur à 1. 
Exercice 12 : 

1- On considère l’équation différentielle (E) : 𝑦" − 3𝑦′ + 2𝑦 = 0 
a) Résoudre l’équation différentielle (E) 
b) Quelle est la solution de (E) dont la courbe (C) admet au point d’abscisse 0 la même 

tangente que la courbe de la fonction 𝑓(𝑥) = 𝑒3𝑥 
2- Déterminer la fonction 𝑔 deux fois dérivable sur ℝ telle que  9𝑔"(𝑥) − 18𝑔′(𝑥) +

10𝑔(𝑥) = 0 et dont la courbe passe par les points 𝐴(0; √3)  𝑒𝑡  𝐵(𝜋; 0) 

3- Soit 0 ≤ 𝜃 ≤
𝜋

2
 ,  résoudre l’équation différentielle : (1 + 𝑐𝑜𝑠2𝜃)𝑦" − (2𝑠𝑖𝑛2𝜃)𝑦′ + 2𝑦 =

0 
Exercice 13 : 

1- Résoudre les équations différentielles : 
a) 7𝑦′ + 2𝑦 = 2𝑥3 − 5𝑥2 + 4𝑥 − 1 ;  b) 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥𝑒−𝑥 ;    c) 𝑦′ − 𝑦 = 𝑠𝑖𝑛𝑥 ;  e) 𝑦′ − 𝑦 =

𝑒𝑥𝑙𝑛𝑥 
2- Résoudre l’équation différentielle: 4𝑦" − 12𝑦′ + 9𝑌 = (9𝑥 + 3)𝑒3𝑥 

3- Soit l’équation différentielle : 𝑦" + 3𝑦′ + 2𝑦 =
𝑥−1

𝑥2 𝑒−𝑥 (1) 

a) Vérifier que la fonction f telle que : 𝑓(𝑥) = 𝑒−𝑥𝑙𝑛𝑥  est solution de (1) 
b) En déduire la solution générale de (1) 

Exercice 14 : 
1- Résoudre l’équation différentielle (𝐸) : 𝑦" + 2𝑦′ + 5𝑦 = 0 
2- Déterminer la solution qui vérifie : 𝑓(0) = 1  𝑒𝑡 𝑓′(0) = −1 

3- On pose : 𝐹(𝑥) = −
1

5
[𝑓′(𝑥) + 2𝑓(𝑥)] 

a) Démontrer que F est une primitive de 𝑓 sur ℝ. Expliciter 𝐹(𝑥) 
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b) En déduire le calcul de ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
𝜋

2
0

 

4- Soit l’équation 2𝑦′ + 𝑦 = 5𝑒2𝑥. En faisant le changement de fonction 𝑦 = 𝑧 + 𝑒2𝑥 , 
déterminer les solutions de cette équation. 

Exercice 15 : 
On considère le système suivant : 

 {
𝑦′ + 4𝑧 = 2𝑒2𝑥

𝑧′ − 𝑦 = 𝑒2𝑥  

1- Trouver l’équation différentielle du second ordre (E) satisfaite par 𝑦. 
2- Intégrer l’équation (E) en déduire la solution générale du système. Préciser la solution qui 

vérifie : y(0) = 1  et z(0) = −1 
Exercice 16 : 

1- Résoudre l’équation différentielle 𝑦" + 𝑦 = 0  (1) 

2- Soit 𝑔 une fonction deux fois dérivable sur ℝ∗ et f la fonction définie par : 𝑓(𝑥) = 𝑥𝑔 (
1

𝑥
). 

Exprimer 𝑓’’(𝑥)   en fonction de 𝑔 (
1

𝑥
) et 𝑥. 

3- On considère l’équation différentielle : 𝑦" = −
1

𝑥4 𝑦   (2). Démontrer que 𝑔 est solution de 

(2) si et seulement si 𝑓 est solution (1). 
4- En déduire l’ensemble des solution de (1). 

Exercice 17 : 
1- Déterminer la solution de l’équation différentielle : 𝑦" + 2𝑦′ + 1 = 0 vérifiant 

 𝑦(0) = 0  𝑒𝑡 𝑦′(0) = 1. Etudier les variation de cette fonction et tracer sa courbe. 

2- Pour tout entier naturel on pose : 𝑓𝑛(𝑥) = 𝑥𝑒−2𝑛𝑥, 𝑥 ∈ 𝑅.  
a) Comparer 𝑓𝑛+1(𝑥)  et 𝑓𝑛(2𝑥) 
b) On désigne par 𝐶𝑛 la courbe de 𝑓𝑛. Par quelle transformation passe- t-on- de 𝐶𝑛 à 𝐶𝑛+1 

3- Plus généralement on pose 𝐴𝑛 = ∫ 𝑓𝑛(𝑥)𝑑𝑥
(

1

2
)

𝑛

0
. 

a) Calculer 𝐴0 = ∫ 𝑓0(𝑥)𝑑𝑥
1

0
. 

b) Comparer 𝐴𝑛 et 𝐴𝑛+1 
c) Quelle est la nature de la suite (𝐴𝑛) ? 


