AVRIL 2015
CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques
Corrigé de la 1°** COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 4 heures)

Le sujet est constitué d’un probleme d’analyse et d’un probleme d’algebre linéaire indépendants.
Tout résultat donné dans ’énoncé pourra étre admis dans les questions suivantes. Le plus grand
soin sera apporté a la rédaction et a la présentation des résultats.

Notations : on note N ’ensemble des entiers naturels et R le corps des nombres réels. Pour
m € N, on note R[X] l'espace des fonctions polynomes & coefficients réels et R,,[X] le sous-espace
de R[X] des fonctions polynomes de degré inférieur ou égal a m. On identifie les polynémes avec les
fonctions polynomes associées. Pour tout a,b € R (a < b), on note C([a, b]) 'ensemble des fonctions
réelles continues définies sur U'intervalle [a, b].

1 Probleme d’analyse

Le but du probléme est d’étudier des méthodes classiques d’intégration numérique afin de pro-
poser des approximations de la valeur de certaines intégrales.
On définit I 'opérateur d’intégration sur C([a,b]) de la maniére suivante :

1.1 Préliminaires

1. Montrer que pour tout f € C([a,b]), on a I(f) < (b—a) sup |f(x)|.
z€[a,b]

ICf) < (NI < I(1f]) < I( St[lpb] [f(2)]) = (b—a) Sl[lpb] |f ()]
xre|a, xE|a,
2. Montrer que pour tout f € C([a,b]) positive, on a I(f) > (b — a) i?fb] f(x).
z€la,
I(f) = I(If]) = I( inf [f(z)]) = (b—a) inf [f(z)].
z€la,b] z€[a,b]
3. Monter que I est un opérateur linéaire, c’est-a-dire que

Pour tout A € R, et pour tout f,g € C([a, b)), M(f)+1(g) =I(Af+g).

Par linéarité de I'intégrale on a bien A (f) + I(g) = /\/f + /g = /)\f +g=I(\f+g).



4. Dans le cas ol 0 < a < b < 1, calculer I(\/1 — x2).
arccos(b)
Un changement de variable = cos# donne I(1/1 — 22) = —/ | sin(0)|sin(6)do. Le
a

rccos(a)
arccos(a)

sinus étant positif sur lintervalle d’intégration, on a I(v/1 — z2) = / sin?(#)dd =

arccos(b)
/ar(:cos(a) 1— COS(QH) 1 |:29 o Sln(29):| arccos(a)
arccos(b) 2 B 4
peut aussi utiliser sin(2 arCC(l)s(x)) =2x\/ 1 — 22,

5. En déduire la valeur de 4/ V1 — 22dx.
0

On a arccos(a) = 7/2 et arccos(b) = 0 d’out 4 {

. Inutile de développer beaucoup plus. On
arccos(b)

o w/2
201111(20)} = m—sin(m) —0+sin(0) =
0

1.2 Formules de quadrature

On se fixe un entier n > 1. Soit (x;)i=1,. » une suite de n points de I'intervalle [a,b] tels que
a<mz <---<mxy <Db. Soit également (w;)i=1, ., une famille de n réels positifs. On note Q(f) le
réel tel que pour toute fonction f € C([a, b))

= Zwif($i)~
=1

On parle alors d’une formule de quadrature “a n points”.
6. Monter que @) est un opérateur linéaire, c’est-a-dire que

Pour tout A € R, et pour tout f,g € C([a,b]), AQ(f) +Q(g) = QINf + g).

AQ(F) +Q(g) =AY wif(w:) + Z wig(a;) = Z wiAf(2:) + g(x:)) = QAf + 9).
=1

i=1

7. Montrer que |Q(f)] < < sup |f(z ) sz

z€[a,b]

IQ(f)| < Z lw; ()] < ( sup |f(z ) Zwl car les w; sont positifs.

i=1 z€la,b] i—1

8. Montrer que |Q(f)] <n < sup |f(a;)|> ( sup wi>.

z€[a,b] i=1,...,n
Q)| < <p f<x>>§jwis <p f(sc)) ( sup wl->21.
z€a,b] i—1 z€[a,b] i=1,...,n i—1

9. Montrer que pour toute fonction positive croissante

n—1
sz‘f(ﬂ?i) < < 1sup wl) I(f).
i1 i=1,...,

n—1 Li+1 — T4
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Tout est positif donc on se passe des valeurs absolues

n—1
> wif (x)
i=1

on majore par le sup

on integre une constante

f est croissante

on rassemble

f est positive

<

IN

IN

IN

IN

IN

n—1 W
> (5 ) o = o0
— Ti+1 — L4
i=1
W n—1
sup < : )Z(wiﬂ—ﬂﬁi)f(xi)
i=1,n—1 \Tit1 = T )
n—1 L.
Wi i+1
Ay
i=1,..mn—1 \Li+1 — Lg i1 Y
n—1 L.
W; i+1
sup <Z) / f(x)dz
i=1,on—1 \Tit1 — T; )~ J,,
=1
W; Tn
sup < : ) f(z)dz
i=1,...,n—1 \Li+1 — Lj 1
W
(o iy
i=1,..m—1 \Li+1 — L4

10. Montrer que pour toute fonction positive décroissante

Wi

; wif(zi) < <i28211;?’n pra—— xi_1> 1(f)-

Tout est positif donc on se passe des valeurs absolues

n

sz‘f(ﬁfz‘)

1=2

on majore par le sup
on integre une constante

f est décroissante

on rassemble

f est positive

<

IN

IN

IN

IN

IN

n
ws
Z (Z> (w5 — xi—1) f ()
C— \ x; — xi—1
1=2
W n—1
sup ( : > (v — 1) f(x0)
i=2,...,n \Li — Ti—1 i—1
ws n-l o
K3
sup f(z)dx
i=2,...,n <$z - xi—l) Zz:; Ti1 ( l)
. n—1 T
sup (wl> f(x)dz
i=2,..,n \Li — Ti—1 i1 YTl
. Tn—1
sup < o > f(z)dx
i=2,...,n \Li — Li—1 )
wWs
o (2 Yus
i=2,...,n \Li — Tj—1



1.3 Polynomes d’interpolation

Lorsque Q(p) = I(p) pour tous les polynomes p € R,,,[X] alors on dit que Popérateur @ “integre
exactement les polynomes d’ordre m”.
11. Proposer un opérateur de quadrature (noté Q1) “4 1 points” qui inteégre exactement les
polynémes d’ordre 0 (les constantes).

Q1(f) = (b—a)f(a) par exemple, ou encore Q1(f) = (b — a)f(b).
On note p,[f] le polynéme d’interpolation de la fonction f € C(a, b]) tel que

R — R
i=1

ou L; est le i-eme polynéme de Lagrange associé a la famille (x;)i=1,.._,, c’est-a-dire

7

il 1(96 )

Lz(x) _ J#ZJ—
(zi — ;)

J#i,j=1

12. Montrer que p,[f](z;) = f(x;) pour tout i € {1,...,n}.

n n

Pour tout4,j € {1,...,n},ona L;j(z;) = J; j donc p,[f](x;) = Z f(z)Lj(z;) = Z f(x4)0i; =

j=1 j=1
f ().
13. Lorsque w; = I(L;) pour tout i€ {1,...,n}, montrer que I(p,[f]) = Q(f).

Par linéarité I(p,[f Z flx)I(L;) = Z flxi)w; = Q(f).
i=1

On pose F la fonction
F:R —- R

t — f@) —a/f

14. Montrer que F' s’annule au moins une fois sur [a, b].
f est continue donc elle admet un minimum au point x,, et un maximum au point xs

b
d’ott F(xp) = f(zm)(b—a) / f(x)dz < / (f(zm) — f(x))dz < 0. De méme F(xy) =

flxar)(b—a) / f(x)dz > / (f(xpr) — f(x))dz > 0. Donc F' change de signe sur [a, D]

donc elle s’y annule.
15. En déduire que tout opérateur ¢ “a 1 point” qui integre exactement les constantes vérifie
1Q(f) — I(f)| < (b—a)® sup |f'(x)| des que f est dérivable.
z€|a,b|
On pose & un point ot F' s’annule. Il existe £ € [a, b] tel que |Q(f) — I(f)| = [(b—a)f(&) — I(f)| =
(b= a)f(&) = (b—a) f(&0)| < (b—a)l¢ — &l sup [f'(x)] < (b—a)* sup [f'(z)].
x€|a,b] x€|a,b]
16. Proposer un opérateur de quadrature (noté Q)2) “a4 2 points” qui intégre exactement les
polynémes d’ordre 0 et 1 (les fonctions affines).



b—a b—a b—a

On pose @a(f) = *5 2 (() + 7)) alors Qa(1) = 2 4 (141) = I(1) et Qo) = ' L(a+
b2 _ CL2 b
b) = 5 :/ xdx = I(x).
. ) \ . a+b
17. Proposer un opérateur de quadrature (noté (J3) “a 3 points” avec x; = a, xg = 5 et
x3 = b qui integre exactement les polynomes d’ordre 0, 1 et 2.
b—a b—a
On pose Q3(f) = T(f(:m) + 4f(x2) + f(z3) alors Q3(1) = T(l +4+1) =1(1),
b—a b? — a? b b—a
Qs(x) = G (a+2a+2b+0b) = 5 :/xdx:I(m)oth(:pg): 5 (a® + (a +
. h— b? .3 b(l
b)? 4+ b?) = J(a? + 0%+ ab) = < / 22dx = I(z).
3 3 “
1.4 Estimation d’erreur
Dans cette partie on suppose que 1 = a < 9 < --- < Tp_1 < b = x,, et on définit :
n—1
QIauche Popérateur “4 n points & gauche” tel que QIWUche(f) = Z(IL'Z'+1 —x;) f(x;), et
Qdroite Popérateur “4 n points a droite” tel que QUrote(f) = Z(azz —xi—1) f(x5).
=2
18. Donner les familles (wigawhe)izlw,n et (wfmite)izl,m’n associées a ces deux opérateurs.
gauche _ (g1 — a;) pour i < n et wi®he = 0. w¥ = (z; — x;_1) pour i > 1 et

1 .
wilrozte -0
19. Montrer que les deux opérateurs QJ4e et Q4roite “y n points” vérifient
(b—a)®
<

Quee(f) —1()|} < Z57= swp |f ()

z€[a,b]

maxe {| Q4 () = 1(£)]




On ne le fait que pour un.

gauche . _ = . o = x1+1
QU (f) ~1(f)| = S (@i —a

=1 i=1

n—1

IA
+
—
—
=
:_/
o
=

i=1
Ti+1
< Z/ sup |f/(0)](« - a;)de
z€[a,b]
xz+l
< sup |f'(x !Z/ (z —2i)d
x€la,b]
(Tiq1 —
< sup |f(z
.Eeab]| |Z 2
(b—a) = (b—a)?
< s 1F@IED S a0 < sup (7018
x€la,b] i=1 z€la,b]

20. Trouver un entier n > 2 et un couple (o, 8) € R? tel que Popérateur Q = aQIeuche  gQdroite
a) soit un opérateur “a n points” (préciser les familles (z;)i=1.. n €t (w;)i=1,. n associées),
b) intégre exactement les polynégles d’ordre 0 et 1
¢) vérifie |Q(f) — I(f)| < w sup |f'(x)].
z€a,b]
Il suffit de prendre « = 5 = 1/2. En effet @ reste un opérateur “4 n points”, tel que

QU ~ T(F) = 5 | @eeete + qreie 2I<f>\ <1 (\Qi““che —107)| + | — 1(7)]) veriti

donc bien I'inégalité voulue. De plus 2Q(1 Z (i1 — Z —Xi—1) = Ty — X1 +
=1
n—1
Tn—x1 =2(b—a). Et 2Q(z) = Z(l‘H_l —xi)Ti + Z( —Ti_1)T; = le_ﬂxl Zl‘ +
i=1 i=2

n n n n
E J;? — E Tili_1 = E TiTi1 —a’ +b? — g iz = b® — ad®.
i=2 i=2 i=2 i=2



2 Probleme d’algebre

Le but du probleme d’algebre est d’étudier différentes méthodes d’approximation d’un nuage
de point, il traite d’interpolation polynomiale, de moindres carrés et de régression linéaire.

Pour cela, on se fixe un entier n > 1 et deux familles (:I:Z)Zzln et (Yi)i=1,...,n qui représentent les
coordonnées (x;, y;)i=1,... » d'un nuage de points dans R2. On suppose que les x; sont tous différents,
ce sont les abscisses des points du nuage. On ne suppose rien sur les y;, ce sont les ordonnées des
points du nuage.

2.1 Approximation polynomiale

On dit qu'un polynéme p € R,,[X] approche k points du nuage lorsque p(x;) = y; pour une
famille d’au moins k& indices i dans {1,...,n}.
1. On cherche un polynéme qui approche 2 points du nuage. Donner la forme du polynoéme

dans R;[X] qui approche le nuage (1, y1; z2,y2).
Tr9o — T

C’est la droite affine z — p— (y1 — y2) + yo.

2. On cherche un polynéme q%li api)roche 3 points du nuage. Donner la forme du polynéme
dans Ro[X] qui approche le nuage (0,y1;1,y2;2,y3).
Il faut résoudre ¢ = y1, a+b+c=ys et da+2b+c = y3. Dot a = y3/2 — y2 + y1/2 et
b=2ys —y3/2 —3uy1/2 et x> y1 + (2y2 — y3/2 — 3y1/2)x + (y3/2 — yo + y1/2)x? est le
polynome recherché.

3. On cherche un polynéme qui approche n points du nuage sous la forme

P(X)=ao+a1 X +---+a, 1 X" L.

Montrer que (ag, a1, ..., an—1) est solution d’'un systeme linéaire a n équations et n inconnues.

n—1
, . N i o .
Les équations s’écrivent g airy —yj =0 pour j € {1,...,n}.
i=0
4. On pose M la matrice de ce systeme linéaire. Montrer que M peut s’écrire sous la forme

n—1

1 = Ty
M= 1 z a:?_l
1 x, an !

C’est simplement la réécriture sous forme matricielle.
5. Calculer le déterminant de cette matrice M.
C’est un Vandermonde l_I(tLZ —xj).
i#]
6. En déduire que le systeme admet une unique solution.
Les x; étant tous distincts, le déterminant est non nul donc la matrice est inversible, d’ou
I'unicité de la solution.



7. Soit un entier j € {1,...,n}. Donner la formule exacte du polynéme L; qui approche un
nuage de points d’abscisses (z;)i—1,.. n et d’ordonnées (y;)i—1,..n telles que y; =1 et y; =0

sit#J.
C’est le polynome d’interpolation de Lagrange, il s’écrit H(x —x;)/ l_I(xZ — ;).
i#] i#]
8. En déduire une formule équivalente pour le polynéme P de la question 3. qui fait intervenir
les L; pour j € {1,. }
Il est clair que P(x Z y; L
2.2 Projection orthogonale
On pose (-, -) la forme bilinéaire sur C([a, b]) telle que
/ f(z)g(z)dz pour toutes fonctions f, g € C([a,b)).
On pose f une fonction continue sur [a, b] telle que f(x;) = y; pour tout i € {1,...,n}. On cherche

a montrer qu'’il existe un unique polynéme @ € R,,_1[X] tel que
(f=Qf=Q = nf (J=Pf-P)

On parlera de la solution du probleme de projection orthogonale.
9. Montrer que (-, -) est un produit scalaire sur C([a, b]).
Linéaire, positivif et défini.
10. En déduire que /(f, f) définit une norme sur C([a, b]) notée || f||.
Cours.
11. Supposons que @ soit une solution du probléme de projection orthogonale. On pose Q un
autre polynome de R,,_1[X]. Montrer que

If —Q—tQI*—[If = Q> >0,
pour tout ¢t € R.
Q — tQ est un polynéme de R,, 1[X] donc ||f — Q — tQ|| est plus grand que ||f — Q|| qui
réalise le minimum sur R,,_1[X].
12. En déduire que (f — Q,Q) = 0.
0<|If—Q—tQ|>—|If — Q|I*> = —2t(f — Q,Q) + t*||Q||>. Ceci étant vrai pour tout ¢ € R,
cela impose que (f — Q, Q) = 0.
13. Conclure sur 'unicité du polynéme solution du probleme de projection orthogonale
Si Q est une autre solution alors en appliquant le résultat précédent a Q = Q Q, on a
IF=QIP=1f-Q-(@=Q)P =lf - QI+ 1Q = Q|I* = [If = Q> car ils réalisent tous
les deux le minimum. Donc [|@ — Q|| = 0.
14. Montrer que (f, X7) = (Q, X7) pour tous les monémes X’ pour j < m — 1.
On a (f —Q,X’) =0 en appliquant & Q = X”.
15. Lorsque n = m, et en notant Q = ag+a1 X +- - -+a,_1 X" !, montrer que (ag,a,...,an—1)
est solution d’un systeme linéaire de n équations a n inconnues.
pbn—l ol gl it

Ona/bf(:L’);L'jdx—<f,Xj> (Q, X7) / ZaXXJ Zai T+l

=0




16. On pose M la matrice de ce systeme linéaire. Montrer que M peut s’écrire sous la forme

1 ... 1/ 1/n
M= 1/ . 1+i-1) - YG+n—1) |,
Un o n4j—1) - 1Yn+n—1)

ou plus simplement M; ; = 1/(i + j — 1) pour tout ¢,j € {1,...,n}.
Il faut juste faire attention aux indices.

2.3 Moindres carrés

Lorsqu’on ne cherche plus a approcher ni exactement ni orthogonalement le nuage, on peut
chercher & minimiser I'erreur quadratique entre le polyndéme et les points. On parle d’approximation
aux moindres carrés. Elle est définie ainsi : trouver un polynéme R € R,,[X] tel que

n n
> (R(zi) —wi)* = inf > (P(xzi) — ).

PeP
i=1 ™i=1

On note encore R =qag+ a1 X + -+ + an_1X"_1, on pose M la matrice de My, ,,,(R) telle que

1 =1 ... x{fl xi”fl
1
M=|1 z xffl xgnfl ,
1 :
1 z, it !
ou simplement M, ; = :cf ~1 Enfin on pose A le vecteur colonne (ag,...,am—1) et Y le vecteur

colonne (y1,...,Yn).

17. Montrer que trouver le polynéme de minimisation du probleme des moindres carrés est
équivalent a résoudre le systeme

IMA=Y|z= inf [|MZ-Y]
ZeRn

ol || - ||2 est la norme euclidienne canonique sur I’espace R".
n n n—1 2 n
. 1
A vl =300 =3 (St <) =Y -
j=1 j=1 \i=0 : j=1

18. On note M7 la transposée de M. Montrer que la matrice M M est diagonalisable.
Elle est carrée, symétrique réelle.

On note V' la matrice de passage de My, ,(R) telle que VIMTMV = D ou D est une matrice
diagonale de la forme



On note ¢; le j-éme vecteur colonne de la matrice MV et v; le j-eme vecteur colonne de la matrice
V. Et J l'ensemble des indices j € {1,...,m} tels que d; # 0.

19. Montrer que M = Z cjva.

jedJ
m
M=MVVT = chva et pour les j ¢ J on a ¢; = 0.
j=1
20. Montrer que les vecteurs u; = ¢;/d; pour les d; non nuls forment une base orthonormée de
Iimage de M.
. RTINS m A AP 0 — T, _ _
Soit y € Im(M) alors il existe x € R™ tel quey = Mx d’ouy = chvj x = Zdj@j,x)cj/dj =
JjEJ jeJ
Z d;(vj,x)u; d’ott le caractere générateur. De plus ul u; = &; jd?/d;d; = 6; ; d’ont ortho-
JjeJ

normalisation et donc le caractere libre.
21. Expliquer pourquoi on peut compléter la famille des (u;)jcs en une base orthonormée de
R"™.
Gram-Schmidt.
On note U la matrice composée par ’ensemble de ces vecteurs.
22. Montrer que les vecteurs colonnes v; de V pour j € J forment une base de I'image de M T
MT = Z vjch d’ou le caractere générateur. Le caractere libre vient du caractere orthogonal
Jj€J
des colonnes de la matrice V.
23. Montrer que les vecteurs colonnes v; de V' pour j ¢ J forment une base du noyau de M.
Ils forment une base de Im(M7T)* = Ker(M).
On pose E la matrice de M, ,(R) telle que

1/dy ... 0 |0 ... 0
E=| : . |t oo
0 ... 1/dyn|0 ... 0

24. On suppose que le rang de M est m. Montrer que la solution des moindres carrés est donnée
par A=VEUTY.

VEUT = delu? d’ott MVEUT = Zchvgvj%u? = ch/dju? = ZujujT est la
jeJ J keJ jeJ J jeJ jeJ

matrice de projection orthogonale sur I'm(M) = R™. Donc la solution consiste a projeter

Y sur R™ puis résoudre, ¢’est-a-dire minimiser MV EUTY = M A. La solution évidente est

A=VEU'Y.

25. Quelle est la forme d’une solution lorsque le rang de M n’est plus supposé égal a m ?
Toute solution s’écrit comme VEUTY + (Id — VEUT M)w pour tout w € R". En effet, on
projete Y sur Im (M) ce qui donne & résoudre MA = MVEUTY d’ou M(A—VEUTY) =0
donc trouver A — VEUTY € Ker(M). Par la question 23, la matrice de projection sur
Ker(M) est (Id — VEUTM), donc A —VEUTY = (Id — VEUT M)w pour tout w € R™.
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CONCOURS INGENIEURS STATISTICIENS ECONOMISTES

ISE Option Mathématiques

CORRIGE DE LA 2¢m COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Exercicen® 1

X +nx+1

Pour n entier naturel, la fonction réelle f,_ est définie par: f (X) = 1
X+

1. Etudier les variations de f, et donner I’allure de son graphe.
X +2x-1

La fonction est définie pour x=-1 et sa dérivée est égale a : fo' (x) = X1 1)
X+

Son numérateur admet deux racines : X = —1++/2.

On a: Lim f,(x) =400, Lim fo(x)
X

X—>+00 X—>+00

=1, XLJrfl (f, (X) —x) =—1 donc la fonction admet une
asymptote oblique d’équation : y=X-1 (de méme pour moins 1’infini).

La fonction est strictement croissante de J—oo, -1- \/§J sur J» o, f,(-1- \/E)J,

La fonction est strictement décroissante de [—1— V2, —1[ sur [fo (-1- \/5), - oo[,

La fonction est strictement décroissante de J—l, -1+ \/EJ sur }“’O' fo(—1+ \/E)J,

La fonction est strictement croissante de J—1+ J2,+ ooJ sur Jf0 (-1-+2),+ OOJ,

2. Le graphe de la fonction f, admet-il un centre de symetrie ? Si oui, préciser ce centre.
La fonction f, admet le point A (-1, -1) comme centre de symétrie. En effet, si on pose :

X =x+1etY=y+1, onobtient: Y = X +§qui est impaire.

3. Lafonction f, admet-elle un point fixe ?, un centre de symetrie ?

. . . 1 . ees
Un point fixe vérifie I’équation : f, (X) = X ou encore : X = T si n est différent de 1.
-N

Par ailleurs, f (x)= x+(n—1)+2;:. Si on pose : X =x+1 et Y=y+(1-n), on obtient :
X+

Y =X +%qui est impaire et le point B (-1, n-1) est un centre de symétrie.



1
4. Calculer Iozjfo(x) dx
0

j j 2 G !
l,=| f,(X) dx = (x—1+—)dx={——x+2Ln(x+1)} =——+2Ln2
o ) x+1 2 2

0

1
5. Calculer I, = J' f, (X) dx pour tout n et en déduire sa limite.
0

=

O e

1
f. (X) dx:j(x+n—1+ﬂ)dx=n—£+(2—n)Ln2=—1+2Ln2+n (1-Ln2) et sa
5 X+1 2 2

limite est égale a + o, car (1—Ln2) > 0.

Exercice n° 2

Soit f:]0,+o0]—R définie par : f(x):(x+lsz
X

1. Etudier les variations de f et tracer son graphe.

1
N ian (1+3)
X X

Ona: f(x)=(x+1jX =e
X

1
Sa dérivée est égale a : i[x+ljx (—ZLn (x+l)+x—1j.
X X

X3

1 2= X . . "
Posons z=| —2Ln (x+=)+x-1]| alors z =——, d’ou z<0 pour tout x strictement positif.

X X

La fonction est donc strictement décroissante de ]0,+oo] sur }+o0,1[. La droite y=1 est une
asymptote horizontale et I’axe Oy une asymptote verticale.

1 +00
2. Etudier la convergence des intégrales : If(x) dx et If(x)dx
0 1

1

- Lnx

EnO: Ln (x+1)zx2—Lnx et f(x)=(x+1jx ~ee ¥ —+o, CeCi ne permet pas de
X X

. 1 L .
conclure, mais Limx? f (x) = 4+, donc f(x) > — et Iintégrale est divergente en 0.
X

n—oo

En +o00 : Si J'f(x)dx est convergente et si Lim f(x)existe (infinie ou non), alors
n—oo
1

Lim f (x) =0. Mais ici, Lim f (x) =1, donc I'intégrale [ f(x)dx est aussi divergente.
—o0 1

n—oo






. . . e 1
3. Etudier la suite (u,)de nombre réels définie par: u,,, =u, +— et u, >0
u

n

On verifie facilement par récurrence que tous les termes de la suite sont strictement positifs et

1 : . : . -
donc u,,, —u, =—>0 et la suite est croissante. Si la suite (u,) converge vers une limite |
u

n

: : 1 L . .
alors | est solution de 1’équation : | = f (1), d’ou 1= 0, ce qui est impossible et la suite est donc
divergente.

4. Etudier la suite (w,) de nombre réels définie par : w,,, =w, x f(w,) et w, >0
w,

n+1

= f(w,) etsi lasuite est convergente vers une limite I, alors | est solution de 1’équation :

n

1= f(I) quin’a pas de solution réelle (d’aprés la question 1), donc la suite est divergente.

Exercice n°® 3

p q/2 q/2
SoitM=|q/2 p q/2|,0up,gq>0et p+gq=1
q/2 q/2 p

1. Déterminer les valeurs propres de la matrice M.
det(M — A1) =(1-A)(p—q/2-A1)?, d’ou A =1est une valeur simple et A = p—q/2=%
est une valeur double.

2. Etudier la diagonalisation de la matrice M.

Si p—q/2=1, ce qui est impossible carp + q = 1.

Si p—q/2 =1, lamatrice M est diagonalisable si et seulement si la dimension du sous-espace
propre associé a la valeur propre A = p—q/2 est égale a deux.

On trouve deux vecteurs propres associes : u,(1,—1,0)et u,(0,~11). Et u,(1,11) est un vecteur
propre associeé a la valeur propre 1.

1 0 0
M est diagonalisable et semblablea A={0 p-q/2 0
0 0 p-—q/2



3. Calculer M "pour tout entier n.

1 0 0 1 1 O
M"=PA"P* avec A"=|0 (p-q/2)" 0 ,P=[1 -1 -1
0 0 (p-q/2)" 10 1
1 1 1
L1
et P 25 2 -1 -1].
1 1 -2

. 1+2(p-q/2)" 1-(p-q/2)" 1-(p-q/2)"
On obtient M " =3 1-3(p-q/2)" 1 1+3(p-q/2)"
1+(p-9/2)" 1+(p—-q/2)" 1-2(p—-q/2)"

4. Calculer LImM"

n—o

111
On vérifie aisément que |p —% S%, donc LimM" :% 111
111
Exercice n° 4
0 si y=0

it feR2 Afini . _
Soit f:R® — R definie par: f(x,y) = yzsin(ﬁ) si Y0
y

Pour tout le probléme les difficultés se situent sur la droite y=0, en dehors, la fonction est
indéfiniment différentiable.

1. Etudier la continuité de f
Le probléme de la continuité se situe sur la droite y=0. Donc Lirg f(x,y)=0= f(x,0)et fest
y—

continue.

2. Montrer que f admet des dérivées partielles premieres en tout point.
Pour y =0, f, (x,y)=ycos (i) et f (x,y)=2ysin (5) —~ xcos(i)
y y y

Pour y=0 :
£ (%,0) = Lim+ %9~ 16,0 _
X—Xg X—XO

Ces deux dérivées partielles existent et sont nulles.

f(x0) = Lim ysin5 =0.
y—0 y

0 et f(x,0)=Lim (% y) =
y—0 y



3. Etudier la continuiteé des dérivées partielles premieres de f .
Ona: Lir(r)1 f.(x,y)=0= f (x,0)et cette dérivée partielle est continue.
y—

Par contre, Lim f; (X, y) n’existe pas et nous n’avons pas la continuité.
y—0

4. Etudier la différentiabilité de f .
Si f est différentiable en un point (x,,0), alors sa différentielle est nulle.

. cees . . : f(x,y)
Si x, =0, f est différentiable en ,0) si et seulementsi Lim ——=X
° (%.0) -00 [x2 | y2

vérifié par passage en coordonnées polaires, puisque le numérateur est en r? et le dénominateur
enr.

=0. Ce qui est

Si x, #0, f est différentiable en (X,,0) si et seulementsi  Lim f(xy)

———27 =0, ce qui est
(%.¥)=(%0,0) ||(X — Xo» y)”

vérifié car le numérateur est en y?.

Exercice n°5

On considere n valeurs réelles x; strictement positives et telles que : x; <Xx;,, pour tout i
compris entre 1 et n-1. Soit « un paramétre reel.

n
1. Résoudre le probléme d’optimisation suivant : Min Z (X, —a)’
¢ ia

La fonction f définie par : f (&) =Z(xi —a)? est convexe strictement donc elle admet un

i=1
minimum pour la valeur qui annule sa dérivée.

f'(a) :—Zzn:(xi -Q) =—2{(Zn:xi)—na} qui est nulle pour « =%Zn:xi (moyenne).

i=1

n
2. Onsuppose que « > X, . Résoudre dans ce cas, le probleme : Min Z|xi - a|. On notera
o i1

m, la valeur de ce minimum et ¢, son argument.

1si a>x

~1si a<x et posons g(a) :iZ=l:|Xi _a| :izﬂ:gi (@)e=x)=0

Soit ¢, («) :(

Comme a>X,, a>X et & (a) =1, d’ou g(a) =) (a—X)=na- > X et cette valeur est
i=1 1
minimale pour o, = X,



n
3. Onsuppose que a < X,. Résoudre dans ce cas, le probléme : Min Z|xi —al. Onnotera
¢ =

m, la valeur de ce minimum et «, son argument.

Par un raisonnement analogue a la question précédente, on obtient : «, =X,

4. Comparer m, et m,.
De la question 2, on obtient m, = n(X, —Y), ou Ydésigne la moyenne des x,

De la question 3, on obtient m, = n(f —X,)-

. . X X o
Par conséquent m, > m, si et seulement si % > X

Exercice n® 6

Soient g, et g, deux applications définies sur M (R) respectivement par :
d; (A) = (Tr(A))* et q, (A) =Tr(‘AA), ou
M, (R) désigne I’ensemble des matrices carrées d’ordre n & coefficients reels,

Tr(A) désigne la trace d’une matrice A de M (R) et 'A la transposées de A.

1. Montrer que g, et g, sont des formes quadratiques.

Il suffit de trouver les formes bilinéaires symétriques associées.

On a: ¢ (A B) :%[(I'r(A+ B))® —(Tr(A- B))z]zTr(A).Tr(B) et on vérifie que c’est une
forme bilinéaire symétrique.

De méme, ¢, (A, B) =Tr('BA).

2. q, et g,sont-elles positives ?, définies positives ?
@, est positive mais non definie positive car pour n>1, la matrice A qui ne comporte que des
zeros sauf un 1 pour le terme en haut a droite est non nulle et pourtant ¢, (A) =0

Pour ¢,, si A=(a;)et si '‘AA=(b;), on a : b, =) ai, dou ¢, (A) =D ag, donc
1=1

k,1=1
@, (A) >0 et ¢, (A) >0 des que la matrice est non nulle.



Exercice n® 7

a.37*si x>0

Soit f la fonction réelle définie par: f(x) = i
a.3" si x<0

1. Déterminer le paramétre a pour que f soit la densité d’une loi de probabilité.

+00 0 +00
On doit avoir j f(X)dx=1= a_[ 3 dx+a'[3X dx
—o0 -0 0

+o0 +00 0
Ona: IS‘X dx = Ie‘“”sdx I IBX dx = i donc f est une densité de probabilité si
5 5 Ln3 - Ln3

. Dans ce cas, on a If(x)dx=1

—0o0

Ln3
a=——

2. Soit X la variable aléatoire dont f est la densité. Déterminer la fonction de répartition de
X.

Si x<0, F(x):%g'jemdt:% etsi x>0, F(x):F(O)+IetL"2dt:l—32
0

—00

3. Calculer, si elle existe I’espérance de X.

Par définition, I’espérance est : E(X) = J. x f(x)dx

—0

La fonction x f(x) est négligeable devant —-au voisinage de I’infini, donc intégrable.
X

Et comme x f(x) est impaire, E(X) = Ix f(x)dx=0
4. Soit Y =3%. Déterminer la fonction de répartition de Y et son espérance, si elle existe.
Y prend ses valeurs dans I’ensemble des nombres réels positifs, on a :

P(Y <x) = P(3¥ <x) = P(X <%
Ln3

Si0<x<1, F, (x)= L3t X
2 2

Si x>1, F, (x)=1—33-Lnlen3 St
2 2X

Pour x>1, la densité de Y est : f,(x)= FY'(X) = 2% Au voisinage de I’infini, X f(X) est
X

équivalente & — qui n’est pas intégrable, donc I’espérance de Y n’existe pas.
X



