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Exercice 1 :  5 points 

Le plan complexe P est rapporté à un repère orthonormé (O,�⃗� , 𝑣 ). 

On considère 𝑓(𝑧) = 𝑧3 − 2(√3 + 𝑖)𝑧2 + 4(1 + 𝑖√3)𝑧 − 8𝑖 

1) Vérifier que l’équation 𝑓(𝑧) = 0 admet une solution imaginaire pure notée 𝑧1. 
2) Résoudre dans C    𝑓(𝑧) = 0. On notera 𝑧2 la racine dont la partie imaginaire est 

positive et 𝑧3 l’autre racine. 
3) Ecrire sous forme trigonométrique les solutions. 
4) On désigne par O, A, B et C les points d’affixes respectives 𝑧0, 𝑧1, 𝑧2 et 𝑧3. 

Montrer que A, B et C sont dans le même cercle de centre O. 
5) Calculer 𝑧1 − 𝑧2 et 𝑧0 − 𝑧3. Déterminer la nature du quadrilatère 0ABC. 

6) On considère les points 𝑃(𝑖), 𝑄(−𝑖) et 𝑀(𝑧). On pose 𝑍 =
𝑧−𝑖

𝑧+𝑖
  . 

a) Déterminer et construire l’ensemble (𝐸1) des points 𝑀(𝑧) tel que 𝑍 soit un réel. 
b) Déterminer et construire l’ensemble (𝐸2) des points 𝑀(𝑧) tel que 𝑍 soit un 

imaginaire pur. 
c) Montrer que |𝑍| = 1 si et seulement si 𝑧 est un réel. 

 

Exercice 2 :  5 points 

On définit une suite (𝑈𝑛) par : {
𝑈0 = 1                                            

𝑈𝑛+1 =
1

2
𝑈𝑛 + 𝑛 − 1                   

 

1) Calculer 𝑈1, 𝑈2 et 𝑈3 . La suite (𝑈𝑛) est-elle géométrique, arithmétique ? 
2) On définit la suite (𝑉𝑛) par : 𝑉𝑛 = 𝑈𝑛 − 2𝑛 + 6 . 

a) Calculer 𝑉0 et 𝑉1 . 
b) Montrer que la suite (𝑉𝑛) est géométrique. Préciser sa raison et son premier 

terme. 
c) En déduire l’expression de 𝑉𝑛 puis celle de 𝑈𝑛 en fonction de 𝑛 . 

3) Quelle est la limite de (𝑉𝑛) ? Celle de (𝑈𝑛) ? 
4) Soit la suite (𝑇𝑛) définie par : 𝑇𝑛 = 5𝑉𝑛  . 
5) Exprimer 𝑃𝑛 = ∏ 𝑇𝑘 = 𝑇0 ∗ 𝑇1 ∗ ……∗ 𝑇𝑛

𝑛
𝑘=0  en fonction de 𝑛. Déterminer sa limite. 

6) Calculer 𝑆𝑛 = 𝑈0 + 𝑈1 + ⋯+ 𝑈𝑛. 
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Problème :  10 points 

 𝑓 est la fonction définie sur 𝐷 = 𝑅 − {−1,1} par 𝑓(𝑥) =
𝑥3+2𝑥2

𝑥2−1
 et (C) sa courbe 

représentative dans un repère orthonormal (O, 𝑖 , 𝑗 ) .  

 

Partie A : Etude d’une fonction auxiliaire  

𝑔 est la fonction définie sur R par : 𝑔(𝑥) = 𝑥3 − 3𝑥 − 4 . 

1) Etudier les variations de 𝑔. 
2) Dresser son tableau de variation. 
3) Vérifier qu’il existe un unique réel 𝛼 tel que 𝑔(𝛼) = 0 et que 2,19 < 𝛼 < 2,20 . 
4) Etudier suivant les valeurs de 𝑥 le signe de 𝑔(𝑥) . 

 

Partie B : 

1) Etudier les limites de 𝑓 aux bornes de son ensemble de définition. 

2) a) Montrer pour tout 𝑥 de 𝐷, 𝑓′(𝑥) =
𝑥𝑔(𝑥)

(𝑥2−1)2
 . 

b) En déduire le tableau de variation de 𝑓 . 

c) Montrer que 𝑓(𝛼) =
3𝛼+4

2
 . 

3) a) Vérifier que pour tout 𝑥 de 𝐷, 𝑓(𝑥) = 𝑥 + 2 +
𝑥+2

𝑥2−1
 . 

b) En déduire que la courbe (C) admet une asymptote oblique (Δ). 
c) Préciser les équations des autres asymptote. 
d) Etudier la position de (C) par rapport à la droite (Δ). 

4) Tracer la droite (Δ) et la courbe (C). 

Partie C : 

Soit ℎ la restriction de 𝑓 à 𝐼 = [𝛼;+∞[ . 

1) Montrer que ℎ est une bijection de [𝛼;+∞[ sur un intervalle 𝐽 à préciser. 
2) ℎ−1 est-elle dérivable sur 𝐽 ? Sinon, préciser son ensemble de dérivabilité. 

3) Calculer ℎ(2). En déduire (ℎ−1)′(
16

3
). 

4) Tracer (𝐶ℎ−1) la courbe de ℎ−1 dans le même repère. 
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