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Définitions et notations

On désigne par R I’ensemble des nombres réels. Si A C B sont deux parties de R, on note par B\ A
le complémentaire de A dans B. On désigne par N ’ensemble des entiers naturels, par Z 1’ensemble des
entiers relatifs et par Z_ ={k€Z : k <0}.

On admettra le développement suivant de la fonction Cotangente :

cos T 1 2x
Ve €]0, ., cotan(z) = . X:I 22— 72n2’
n—

Premiere partie.

2
1- Soit (un)nen+ la suite réelle définie par u,(r) = In (1 - 332), n > 1, ou In désigne le logarithme
n

népérien.
a) Montrer que la série de fonctions de terme général u,(x), converge simplement sur [0, 1].

b) Montrer que la série dérivée de terme général u! (x) converge normalement sur tout segment
[0,a] C [0,1].

+oo
1
c) Montrer que la fonction F'(z) = E up () est de classe C! sur [0, 1] et F'(x) = mcotan(rz)——.
x
n=1
+o00

d) Montrer que Zun(a:) =In

n=1

sinx

, pour tout z € [0, 1].

2- Soit (sp)nen la suite de fonctions définies pour tout « € R par la récurrence :

.1'2

so(x) = x, sn(z) = (1 - 2) Sn—1(x) pour tout n € N*.
n

a) Montrer que la suite de fonctions (s,)nen converge simplement sur R.
Nous noterons s sa limite.

b) Soit z € R.
(i) Montrer que s,(z) = (ngf)Q kl;[l(k —x)(k+x).
1
(ii) Montrer que pour tout n € N, tel que n > |z| on a s,(x + 1) = %sn(z)



(iii) En déduire que s(x + 1) = —s(z) pour tout z € R.
¢) Calculer s(x) pour tout z € [0, 1].

sin e
En déduire que pour tout z € R on a s(x) = .
T

Deuxieme partie.

On consideére la suite (fy,)nen+ de fonctions définies pour tout = € R par :

—x —z n—-l
fulz) = hx(w+l)...(m+n—l) - (nn_l)!kl_lo(x—i—k).

1- Soit p € N. Déterminer nll)r}rloo fn(=D).
2- On suppose que ¢ € R\ Z_.

a) Montrer qu’il existe N, € N, tel que la série de terme général In Jm converge.

b) Montrer que la suite (f,,(z))nen+ converge vers une limite non nulle f(;)

c) Déterminer f(z) en fonction de z, N, et S(x Z In f’}“

n>N, n

d) Montrer que pour tout z € Ron a f(z) = zf(x + 1).
e) Calculer f(1) et en déduire f(n) pour tout n € N*.

3- Montrer que pour tout z € Ron a f(x)f(1 —z) = sinmz
On pourra calculer, pour n € N* et 2 € R le produit f,,(z)f,(1 — x) en fonction de s, ().

4- On se propose dans cette question de montrer que pour tout x € R et tout p € N* on a la relation :

F(pa) = (20 p p”“*?Hf(:chk) (%

a) (i) Vérifier que la relation (x) est satisfaite pour p = 1.
(ii) Supposons que p > 2 et pr = —n € Z_, montrer que la relation () est vérifiée.

PP fon(p)

I (o)

b) On suppose que px € R\Z,. Soit n un élément quelconque de N*. Montrer que

ne dépend pas de x. En déduire que f vérifie une relation du type :

p—1
fpz) = App P[] f <x + k) ;
k=0 p

ol A, est un nombre réel positif ou nul dépendant de p.

. 1 . .
¢) En écrivant pour x = — la relation ci-dessus, montrer que :
D

p—1 k p—1 k
W (5) =Tl (=)

En déduire que

p—1
A2=_T
P op—1
. km
sin —
k=1



d) Montrer I'identité suivante entre fonctions polynémes de la variable réelle x :
s 2km
(Pl aP 24 24+ 1)? = H (5022accos+1> .
k=1 p

p—1
km
e) En donnant a z la valeur 1, en déduire les valeurs de H sin — et de A,, ainsi que la relation

k=1
().

Troisieme partie.

Soit I' la fonction de la variable réelle x définie par

+oo
Iz) = / ettt
0

1- Déterminer le domaine de définition D de I' et montrer que I' est indéfiniment dérivable sur D.

2- Pour tout x €]0, +o00[ et tout n € N* on pose

n t n
= 1— =) t*~1dt.
() /O< n)t it
1

a) On pose g,(z) = [ (1 —u)"u® "' du. Déterminer une relation entre g, () et g, _1(z + 1) et
0
en déduire 'expression de g, (z) en fonction de z et n.

b) Montrer que
n

(n+2)fn(x)

¢) Montrer que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités

t\" t\"
et2<1—> et et2<1—|—> .
n n

Gn(z) =

En déduire que I'on a

pour tout t € [0,n].

d) Montrer, par récurrence sur n, que 'on a (1 —a)™ > 1 —na pour tout a € [0, 1] et tout n € N*.
En déduire que pour tout ¢ € [0,n] on a les inégalités :

n 2, —t
O<€t—<1—t> <t6 .

n on
e) Déduire de ce qui précede que lirJIrl G (xz) =T(z) pour tout z €]0, +00[.
n—-+0oo

Exprimer f(x) en fonction de I'(z) pour x €]0, +oo].
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ORDRE GENERAL

(Durée de I’épreuve : 3 heures)

Les candidats traiteront au choix I’un des trois sujets suivants.

Sujetn°® 1

Selon plusieurs études parues récemment (provenant notamment de I’Institut pour la finance
internationale et du cabinet de conseil McKinsey), la croissance en Afrique repose sur de
solides bases, et le secteur de la consommation et des services devrait voir son chiffre
d'affaires exploser dans les années a venir.,

Vous apporterez un point de vue critique a cette affirmation.

Sujetn° 2

« L'économie africaine, pour l'essentiel, repose sur les femmes» indiquait Alpha Condé,
le président de la Guinée, lors d’un entretien au journal Le Monde en janvier 2012.
Développez cette affirmation et prolongez votre exposeé sur le réle des femmes africaines dans
d’autres domaines.

Sujetn® 3

La célébre formule d’Abraham Lincoln (16eme président des Etats Unis de 1860 a 1865)
« la démocratie est le gouvernement du peuple, par le peuple, pour le peuple » est-elle une
définition encore possible est réalisable ?
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2™ COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

(Durée de I’épreuve : 3 heures)

Calculatrice non programmable autorisée.

Les exercices sont indépendants.

Dans tous les exercices, R désigne I’ensemble des nombres réels.

Exercicen® 1

On considére la fonction f définie sur R par: f(x)=

2
M, ou Ln désigne le
X

logarithme népérien.

1. Etudier les variations et tracer le graphe de la fonction f (on précisera I’allure du graphe au
voisinage de I’origine ; on ne cherchera pas a préciser les points d’inflexion).

1
2. Calculer | :Ix2 f (x)dx.
0

3. Soit la suite (u,) définie par: u, =1 et u,, = f(u,) pour tout entier naturel n strictement
positif.

Etudier la convergence de cette suite et calculer sa limite, si elle existe.



Exercice n® 2

1. Déterminer les valeurs des parameétres réels « et g pour lesquelles I’intégrale suivante est
convergente :

Ln x|ﬂ
J.(1 X)a

1
2. En déduire que | =

J~ Lnx
o V(A—X%)

dx est convergente et calculer I.

Exercice n® 3

e
1. Etudier la convergence de la suite (u,)de terme général un:jx(Lnx)“dx,

ol neN"et Ln désigne le logarithme népérien.

1
2. Etudier la convergence de la suite (v,) de terme général v, =Ixn Ln(x +1)dx (si la suite

est convergente, on précisera sa limite).

Exercice n® 4

Soient E=C'(R,R)et F = {f e E / f(0)= f'(0)=0}.
1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
2. Déterminer un supplémentaire G de F dans E. Quelle est la dimension de G ?

3. Soit la fonction h définie par : h(x) = x* + x +1. Quelle est sa projection orthogonale
sur G ?



Exercice n®°5

f(t
f (1

A

dt ou n est un entier naturel et x un nombre réel

Soient f,(x) = [(1-t°)" dt et F,(x) =
0

O Ty <

N

strictement positif.

1. Calculer f, (1) en fonction de n

1
(on pourra aussi calculer J.(l— x)" dx)

2. Montrer que {(fn(l) - f(©)dt= 2(n+1) 0

3. Etudier la convergence de la suite (u,) définiepar: u, =1-F, (1)

Exercice n° 6

Soit A une partie fermée non vide de R*et a < A. On définit alors I’ensemble suivant :

T(A,a):{UERZ/EI(xn)eA, 34, >0,x, —>a, ﬁn(xn—a)—>u}

1. Montrer que(0,0) eT(A,a).
2. Montrer que T (A,a) est un ensemble stable par homothétie positive.
3. Montrer que T (A, a)est un ensemble fermé de R”.

4. Montrer que T (A, a) est un ensemble convexe de R* si Aest une partie convexe
de R®.

5. Soit A=R"xR", expliciter T(A,a) pour a=(0,0).

6. Soit A:{(x, y)eR?/x>0,y>0,y>x*, x> yz}, expliciter T(A,a) pour a=(0,0).
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CONTRACTION DE TEXTE

(Durée de I’épreuve : 3 heures)

Ce texte est tiré du livre de Monsieur Frédéric LENOIR : intitulé : « L’AME DU
MONDE » paru aux éditions NIL en mai 2012.

Il doit étre résumé en 250 mots plus ou moins 10%.

Il sera tenu compte de I’orthographe, de la ponctuation et de la présentation de
votre copie.

Du sens de la vie

Un sage prit la parole et dit: « O enfants des hommes, écoutez le premier noble
enseignement sur le sens de la vie humaine.

La plupart des malheurs de I’humanité viennent du fait que bien des hommes,
surtout ceux qui exercent le pouvoir et possedent la richesse ne se sont jamais interrogés sur
la signification de leur existence. Ils vivent suivant la pente de leurs pulsions et de leurs
besoins matériels. lls descendent, inconscients le fleuve de I’existence, telles des blches
ballotées par les eaux, sans jamais rien maitriser du cours de leur vie.

A ce compte-la, méme les cadavres jetés dans la riviere descendent plus vite que les
vivants !

Mais est-il encore un Vivant, celui qui ne vit que selon les besoins immédiats de son
corps et étouffe les questions et les besoins de son ame ?

Pourquoi sommes-nous sur terre ? Avons-nous chacun quelque chose de particulier
aréaliser ? Les événements qui nous arrivent sont-ils seulement le fruit du hasard ou bien
ont-ils une signification ? Avons-nous une destinée a accomplir ? Sommes-nous le jouet de
nos instincts et de notre éducation ou bien pouvons-nous acqueérir une vraie liberté ?

Et si tel est le cas, comment en faire bon usage ? Sur quels rochers fonder notre vie ?
Peut-on atteindre un bonheur véritable et durable ? Comment nourrir notre ame autant que
notre corps et comment faciliter la bonne entente de cet attelage de I’&étre humain ?
Notre esprit disparait-il avec le corps physique ?



... 1 ...Voici les questions que devrait se poser tout étre humain lorsqu’il comprend
gu’il n’est pas qu’un animal soumis aux lois universelles du plaisir ou du déplaisir,
de I’attraction et de la répulsion ; lorsqu’il découvre qu’il possede un esprit ou une ame
spirituelle, peu importe les mots utilisés, qui lui permettent de maitriser son corps,
ses émotions, ses pulsions.

La grandeur de I’étre humain, c’est qu’il est le seul étre vivant qui puisse s’interroger
sur la signification de son existence et lui donner une direction, un but.

Mais malheureux I’homme qui n’a pas découvert le sanctuaire de [I’esprit.
Malheureux celui qui n’a d’autre préoccupation que de survivre !

Malheureux I’hnomme qui ne se pose jamais la question : comment vivre de maniére
proprement humaine ? Comment mener une vie bonne ? Qu’est ce qui est vraiment important
et qu’est-ce qui ne I’est pas ?

Comment devenir pleinement moi-méme et étre utile aux autres ?

Comment réussir ma vie afin qu’a I’instant de ma mort, je puisse partir en paix et
regarder derriére moi le coeur serein ?

Malheureux I’hnomme qui ne sait pas qu’il possede deux grands trésors a I’intérieur
de lui-méme : la clarté de I’esprit qui peut le rendre libre, et la bonté du cceur qui peut le
rendre heureux.

Malheureux I’lhomme qui méne une existence semblable a celle des bétes, enchainé a
ses instincts et seulement préoccupé des soucis matériels de la vie. Malheureux I’homme qui
ne sait pas qu’il est un homme ».

Un sage prit la parole et dit: « La vie est un voyage. Comme les oiseaux nous
sommes un jour appelés a quitter le nid de notre enfance pour voler de nos propres ailes.
Nous allons découvrir I’amour et bien souvent fonder une famille. Nous allons apprendre un
métier pour nous réaliser dans un travail et subvenir a nos besoins matériels et a ceux de nos
enfants.

Tout cela est bien. Mais tout cela n’est pas suffisant. Au long du voyage de la vie,
nous allons rencontrer bien des obstacles. La maladie peut survenir, I’amour peut s’éclipser,
nos proches vont mourir, nous ne sommes jamais sdrs de toujours pouvoir faire face aux
difficultés matérielles de I’existence.

Nous allons aussi découvrir combien il est difficile d’aimer, combien il est rare de
trouver un travail qui nous épanouisse en profondeur, combien nous sommes souvent pris
dans des contradictions intérieures, dans des peurs, des coleres, des frustrations, des jalousies,
des découragements.

Au fil de la vie, nous allons devoir apprendre a vivre. Non pas a survivre, mais a
vivre. A vivre pleinement, les yeux ouverts avec conscience et attention. A vivre en étant
capable de choisir les bonnes personnes pour partager notre quotidien, en évitant de
commettre les mémes erreurs que dans le passé, en se donnant les moyens d’étre
véritablement soi-méme et heureux, autant que faire se peut.



Tout cela s’apprend avec le temps et I’expérience. Mais il est infiniment précieux
d’utiliser au plus t6t la clarté de notre esprit pour nous guider sur le chemin de la vie. Bien des
égarements, des erreurs, des mauvais choix et des drames pourront étre evités.

Ecoutez I’histoire de cette femme tenant son enfant dans les bras.

Passant devant une grotte, elle entend une voix mystérieuse qui lui dit: entre et
prends tout ce que tu veux. Mais souviens-toi d’une chose : quand tu seras ressortie, une porte
se refermera a tout jamais. Profite de I’opportunité, mais n’oublie pas le plus important.

La femme pénétre dans la grotte et y découvre un fabuleux trésor. Fascinée par I’or,
les diamants et les bijoux, elle dépose son enfant sur le sol et s’empare de tout ce qu’elle peut.
Elle réve a tout ce qu’elle va pouvoir faire de ces richesses. La voix mystérieuse lui dit:
« Le temps est écoulé, n’oublie pas le plus important. » A ces mots, la femme chargée d’or et
de pierres précieuses court hors de la cavité dont la porte se referme derriére elle a tout
jamais. Elle admire son trésor, et se souvient alors, seulement, de son enfant qu’elle a oublié a
I’intérieur.

Combien d’étres humains passent I’essentiel de leur vie a se soucier de choses
matérielles ou futiles et oublient de prendre le temps de vivre les expériences les plus
essentielles : I’amour, I’amitié, I’activité créatrice, la contemplation de la beauté du monde ?
Ils ne sont ni bétes ni méchants, mais ignorants. Ignorants de ce que la vie peut donner
de meilleur et cela ne colte rien ! Le superflu est onéreux, mais I’essentiel est offert. Encore
faut-il le savoir.

Et combien aussi préférent suivre la masse de ceux qui obéissent aux modes de leur
époque ? Apprenez, 6 enfants des hommes, a cheminer sur votre voie, celle qui est bonne
pour vous, celle qui vous est destinée et qui réjouira votre ceeur. »

De la vraie liberté

Un chant d’oiseau déchira le ciel. Alors un sage prit la parole et dit: « Ecoutez,
0 enfants des hommes, le noble enseignement sur la connaissance de soi et la liberte.
Tout homme aspire a étre libre et c’est la une grande et belle ambition, car que vaut la vie
d’un prisonnier, ou celle d’un esclave ?

Il existe toutefois de nombreuses formes de prisons ou de servitudes. La plus subtile
et la plus pernicieuse, celle que bien peu d’homme considerent et dénoncent, c’est la prison
intérieure de I’lhomme esclave de lui-méme.

Est-il libre I’lhomme qui s’adonne au jeu, au point d’en perdre tous ses biens ? Est-il
libre I’lhomme qui passe plusieurs heures par jour devant son écran, sans pouvoir décrocher ?
Est-il libre I’lhomme qui se laisse emporter par une violente crise de jalousie, allant jusqu’a
frapper sa femme ? Est-il libre I’lhnomme qui est tellement angoissé qu’il ne pourra parler en
public, ou celui qui ne pourra rester dans une piéce ou il a vu une araignée ?

Nous sommes tous plus ou moins prisonniers de nos peurs, de nos pulsions, de notre
caractere, de nos habitudes, de nos émotions. La plupart de nos actions et de nos choix sont
mus par ces tendances qui nous dominent. Esclaves de nous-mémes, nous sommes les seuls a
pouvoir nous libérer de cette prison intérieure.



Le début de la libération passe par la connaissance de soi. C’est par une
introspection, une fine observation de notre comportement, de nos réactions, de
I’affleurement de nos émotions que nous parvenons progressivement a nous connaitre et a
comprendre les causes profondes de nos actions.

Travailler sur nous-mémes, corriger nos réactions, modifier nos réflexes spontanés
ou nos mauvaises habitudes demande effort et volonté. Mais c’est le prix a payer pour gagner
notre liberté intérieure.

Car I’homme qui ne se connait pas est comme aveugle. 1| marche sans assurance et
risque a tout instant de heurter un obstacle ou de s’égarer.

C’est pourquoi le commencement de la sagesse, c’est de tourner son regard vers
soi-méme et d’apprendre qui nous sommes, quels sont nos motivations, nos besoins,
nos réactions, nos attirances et nos répulsions, nos habitudes, nos addictions, nos émotions les
plus fortes et quelles en sont leurs causes. Comme le disait un ancien maitre de la sagesse :
« On ne nait pas libre, on le devient. »

... I ...Un sage prit la parole et dit : « L’esclavage intérieur ne vient pas seulement de
nos pulsions et de nos émotions, mais aussi de I’attachement que nous portons aux objets qui
nous entourent.

La dépendance a I’égard des choses matérielles est un des esclavages les plus
répandus de nos jours. Non seulement nous voulons toujours plus et toujours mieux,
mais nous n’arrivons pas a nous passer de ces choses qui n’existaient pas la veille.

La plupart des humains ont pu vivre heureux pendant des millénaires sans voiture et
sans téléphone portable, sans électricité et sans Internet, sans télévision.

Mais imaginons aujourd’hui quelqu’un qui partirait vivre dans un lieu sans rien de
tout cela. On le prendrait pour un fou et nul n’aurait envie de le suivre, car nous nous sommes
tant habitués a ce confort et a ces objets qu’ils nous semblent indispensables a notre équilibre,
voire a notre survie.

Il nous serait fort utile au contraire d’apprendre a nous en détacher. A en user
librement sans addiction, en sachant parfois nous en séparer volontairement.

Possedez des objets mais n’en soyez pas possedés. Usez des biens matériels sans en
étre esclaves. Voila un pas important vers la vraie liberteé.

Etre libre, c’est aussi ne pas agir en fonction du regard d’autrui. Or bien souvent nos
actions ou nos réactions sont mues par le désir de plaire ou de ne pas déplaire, de se
conformer aux usages communs ou bien au contraire de se rebeller contre eux, d’attirer
I’attention ou de rester discrets.

Agissant ainsi, nous sommes prisonniers du regard des autres. La sagesse consiste
aussi a se libérer de ce regard pesant, bien souvent si intériorisé que nous n’en avons pas
conscience.

Voici I’histoire d’un enfant qui demande a son pére le secret du bonheur.



Alors le pere dit a son fils de le suivre ; ils sortent de leur maison, le pere sur leur
vieil ane, le fils a pied. Et les gens du village de s’indigner : « Quel mauvais pére d’obliger
ainsi son fils d’aller a pied !

Tu as entendu mon fils ? Rentrons a la maison. »

Le lendemain, le pére installe son fils sur I’ane tandis que lui marche a cété. Les gens
du village lancent alors : « Quel fils indigne qui ne respecte pas son vieux pére et le laisse
aller a pied !

Tu as entendu, mon fils ? Rentrons a la maison. »

Le jour suivant ils montent tous les deux sur I’ane. Les villageois de dire : « lls n’ont
donc aucun cceur pour surcharger ainsi cette pauvre béte !

Tu as entendu, mon fils ? Rentrons & la maison. »

Le jour suivant ils partent en portant eux-mémes leurs affaires, I’ane marchant
derriére eux. Les gens du village commentent de plus belle : « voila qu’ils portent eux-mémes
leurs bagages maintenant ! C’est le monde a I’envers !

Tu as entendu, mon fils ? Rentrons a la maison. »

Arrivés a la maison, le pere dit a son fils : « Tu me demandais le secret du bonheur ?
Peu importe ce que tu fais, il y aura toujours quelqu’un pour y trouver a redire. Fais ce que tu
aimes ou ce que tu penses juste de faire, et tu seras heureux ! »

Nous avons tous besoin de reconnaissance, nous ne supportons pas qu’on Nnous
critique et gqu’on nous insulte. Ce besoin et cette aversion regnent en tyrans sur notre ame.
Nous sommes sans cesse en quéte d’un regard approbateur, d’un compliment,
d’une gratification, d’un prix honorifique, d’une renommée sociale ou d’une bonne
réputation.

A I’inverse, nous sommes bouleversés par une critique ou un reproche, blessés par
une insulte méme si elle vient d’un parfait inconnu, mis a terre par un échec qui nuit a notre
réputation ou a notre prestige.

Ce comportement est normal dans I’enfance. Un enfant a besoin d’étre conforté,
encouragé, récompensé pour ses efforts. De méme, il est normal qu’il vive mal les reproches
qui atteignent son égo.

Mais ce qui est ordinaire chez I’enfant ne I’est pas chez I’adulte. Il est nécessaire de
préter attention a I’avis d’autrui, cependant un étre humain doit pouvoir acquérir assez de
confiance en lui pour ne pas constamment se soucier de I’approbation ou des critiques
d’autrui.

Hélas, bien des hommes n’ont pas su ou n’ont pas pu acquérir cette confiance et ils
continuent de vivre comme des enfants. La confiance et le juste amour de soi sont nécessaires
a la croissance de I’étre humain, a sa liberté et a son bonheur.



... I ...Apprenez, 6 enfants des hommes a passer de I’ignorance a la connaissance.
Car I’ignorance est la cause de la plupart des maux.

Développez votre intelligence et vos connaissances pour apprendre a discerner.
Toute votre vie, vous aurez a discerner le vrai du faux, le juste de I’injuste, le positif du
négatif, I’utile de I’inutile, le nécessaire du superflu. La connaissance de vous-mémes vous
rendra libres et capables de faire les justes choix pour mener une vie bonne.

Mais rappelez-vous que la connaissance de soi est la plus importante. C’est pourquoi
un ancien maitre de la sagesse disait : « Connais-toi toi-méme et tu connaitras le monde et les
dieux. »



