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Exercice 1 :  La cycloïde 
Un cercle de centre 𝑨 et de rayon 𝑹 roule sans glisser sur 
une droite (𝑫). La courbe (𝑪) décrite par un point 𝑴de ce 
cercle est appelée cycloide. On suppose qu’au départ 𝑴 =
𝑶 , O étant l’origine d’un repère orthonormé. 

1) La condition de roulement sans glissement 

s’exprime par : 𝑶𝑰 = 𝑰�̂�. Soit t une mesure de l’angle 

orianté (𝑨𝑴⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗;  𝑨𝑰⃗⃗⃗⃗ ),  𝒊 ⃗⃗  le vecteur unitaire de (𝑫) et 𝒋 ⃗⃗   le 

vecteur directement orthogonal àà 𝒊 ⃗⃗  .  Démontrer que la 
courbe (𝑪) est définie paramétriquement par :  

{
𝒙 = 𝑹(𝒕 − 𝒔𝒊𝒏𝒕)

𝒚 = 𝑹(𝟏 − 𝒄𝒐𝒔𝒕)
 

2) Comparer les coordonnées des points 𝑀(𝑡)et 𝑀′(𝑡 + 2𝜋). Montrer que ces points se 
correspondent dans une translation. 

3) En déduire l’intervalle d’étude utile. 
4) Etudier les variations de 𝑥et 𝑦. 
5) Tracer la courbe (𝐶) pour 𝑅 = 1 

Exercice 2:  

Dans le plan orienté rapporté au repère orthonormé direct (O ; 

i  ,


j  ) (unité : 1 𝑐𝑚), on trace le 

cercle (C) de diamètre [𝐴𝑂] où 𝐴 est le point de coordonnées (-6, 0). On appelle  le centre de (C). 
Si P est un point de (C), on note 𝐾 le projeté orthogonal de 𝑃 sur la droite (𝐴𝑂) et 𝑀 le point défini 

par 𝐾𝑀⃗⃗⃗⃗⃗⃗  ⃗ = 𝐴𝑃⃗⃗⃗⃗  ⃗ 

Soit t une mesure on radians de l'angle (Ω𝑂⃗⃗⃗⃗⃗⃗ ;   Ω𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗) 

On veut étudier l'ensemble (E) des points 𝑀 de paramètre t obtenu lorsque 𝑃 décrit (C). 
1)  Sur une figure qui sera complétée à la question 5. Représenter le cercle (C), placer un point 𝑃 et 
les points 𝐾 et 𝑀 correspondants. 
2. a) Exprimer on fonction de t les coordonnées du point 𝑃 puis celles du point 𝑀. 
    b) En déduire une représentation paramétrique de (E). 
3. a) Soit 𝑀′ le point de (E) de paramètre  −  𝑡. Par quelle transformation peut- on obtenir le point 
𝑀′ à partir du point M de paramètre t ? 
   b) Soit 𝑀′′ le point de (E) de paramètre −𝑡. Par quelle transformation peut-on obtenir le point 𝑀" à 
partir du point 𝑀 de paramètre t ? 

4) Soit 𝑁 le point de (E) de paramètre 
2


t  Montrer que le vecteur 𝑂𝑁⃗⃗⃗⃗⃗⃗  est un vecteur directeur de 

la tangente à (E) au point 𝑀 de paramètre t. 
5) Tracer (E) en utilisant les résultats obtenus dans les questions précédentes. 
Exercice 3 :  L’astroïde 
Le plan est muni d’un repère orthonormé directe (𝑂; 𝑖  ⃗;  𝑗 ⃗⃗ ). Soit (Γ) le cercle de centre 𝑂 et rayon 8. 

Soit 𝑃 le point du cercle tel que l’angle (𝑖  ⃗;  𝑂𝑃⃗⃗ ⃗⃗  ⃗)  ait pour mesure t, 𝑡 ∈ [−𝜋;  𝜋]. On désigne par 𝐴, 𝐵 

et 𝑀   les projetés orthogonaux de 𝑃 sur l’axe des abscisses , l’axe des ordonnées et la droite (𝐴𝐵). 
1) Démontrer qu’une équation de la droite (𝐴𝐵) est : 𝑥𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑦𝑐𝑜𝑠𝑡 − 8𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡 = 0. 
2) Démontrer que les coordonnées  𝑥 et 𝑦 de 𝑀 s’exprime en fonction de 𝑡 par : 
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{
𝑥 = 8𝑐𝑜𝑠3𝑡
𝑦 = 8𝑠𝑖𝑛3𝑡

 

3) On se propose de tracer (𝐶), lieu géométrique des points 𝑀 ,lorsque𝑃 décrit le cercle (Γ), 
c’est-à-dire lorsque 𝑡 décrit l’intervalle [−𝜋;  𝜋]. 

a) Comparer les points 𝑀(𝑡)et 𝑀(−𝑡), 𝑀(𝑡) et 𝑀(𝜋 − 𝑡), 𝑀(𝑡) et 𝑀 (
𝜋

2
− 𝑡). Dans chaque cas, 

quelle conclusion peut-on en tirer pour la courbe (C)? 

b) En utilisant les trois résultats précédents, justifier le choix de l’intervalle [0; 
𝜋

4
] comme 

intervalle d’étude. 
 4-a) Etudier les variations de 𝑥et 𝑦.  

b)Montrer que le vecteur dérivé en 𝑀(𝑡) est colinéaire à �⃗� (𝑡) = (−𝑐𝑜𝑠𝑡)𝑖  ⃗ + (𝑠𝑖𝑛𝑡)𝑗 ⃗⃗ .     
             c)En déduire que (𝐶) admet au point 𝐸(0 ;  8) une tangente verticale et au point 𝐹(8; 0) une 
tangente horizontale. 

d) Tracer la courbe (𝐶). 
5)Soit𝑀(𝑡) un point de (𝐶) tel que la tangente en 𝑀(𝑡) ne soit pas parallèle aux axes des 
coordonnées.  
a)  Ecrire une équation de la tangente en 𝑀(𝑡). 
b)  Cette tangente coupe l’axe des abscisses en 𝑅 et l’axe des ordonnées en 𝑄. Démontrer  que 
[𝑅𝑄] a une longueur constante. 

Exercice 4 :  une cardioïde 
Dans le plan muni d’un repère orthonormé directe (𝑂; 𝑖  ⃗;  𝑗 ⃗⃗ ), on considère le cercle (𝐶) de centre 𝑂 
et de rayon 1. Soit 𝐴 le point de coordonnées (−1 ;  0). A tout point 𝑚 de (C), on a associe le point 𝑀 

projeté orthogonal de 𝐴 sur la tangente en 𝑚 à (𝐶). On appelle 𝑡 une mesure de l’angle (𝑖  ⃗;  𝑂𝑚⃗⃗ ⃗⃗ ⃗⃗  ). 

1) Démontrer que le point 𝑀 a pour coordonnées : (𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛2𝑡;  𝑠𝑖𝑛𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝑠𝑖𝑛𝑡). Lorsque 
𝑚 décrit (C), 𝑡 varie dans ℝ : l’ensemble des points 𝑀 est une courbe (𝐶’) appelé cardioïde. 

2) Etudier les positions relatives de (𝑡),𝑀(𝑡 + 2𝜋), 𝑀(−𝑡). En déduire qu’il suffit, pour tracer 
la courbe (𝐶’), de limiter les variations de 𝑡à [0;  𝜋]. 

3) Tracer (𝐶’) en précisant les tangentes aux points de paramètres 0;  
𝜋

3
 ;   

2𝜋

3
. On admet qu’au 

point de paramètre 𝜋, (𝐶’) a une tangente horizontale. 
Exercice 5 :  une rosace à quatre feuille 
Dans le plan muni d’un repère orthonormé directe (𝑂; 𝑖  ⃗;  𝑗 ⃗⃗ ). Soit 𝐴 un point sur l’axe des abscisses 
et 𝐵 un point sur l’axe des ordonnées tel que 𝐴𝐵 = 1. On note 𝑀 le projeté orthogonal de 𝑂 sur 
[𝐴𝐵]. 
On se propose de déterminer le lieu géométrique (𝐶) de 𝑀 lorsque 𝐴 et 𝐵 se déplacent chacun sur 
son axe. 

1) On note 𝑥 et 𝑦 les coordonnées de 𝑀 et t une mesure de l’angle (𝐴𝐵⃗⃗⃗⃗  ⃗;  −𝑖  ⃗). Montrer que (𝐶) 

est l’ensemble des points 𝑀(𝑡) de coordonnées : {
𝑥 = 𝑠𝑖𝑛2𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡
𝑦 = 𝑐𝑜𝑠2𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡

  ,    𝑡 ∈ ℝ 

2) Pour tout réel t, comparer la position des points : 𝑀(𝑡 + 2𝜋)et 𝑀(𝑡),  𝑀(−𝑡) et 𝑀(𝑡), 

𝑀(𝜋 − 𝑡) et 𝑀(𝑡) et en fin 𝑀(
𝜋

2
− 𝑡) et 𝑀(𝑡).  

3) En déduire qu’il suffit de faire l’étude pour 𝑡 ∈ [0; 
𝜋

4
]. Indiquer les transformations qui 

permettent de compléter la courbe (𝐶). 

4) Etudier les variations de 𝑥 et 𝑦sur [0; 
𝜋

4
]. 

5) Tracer la courbe (𝐶) en précisant les points tangente est parallèle à l’un des axes, ainsi que 
les tangentes à l’origine. 

Exercice 6 : 
1) Tracer la courbe paramétrée définie par : 

{
𝑥 =

𝑡

1+𝑡4

𝑦 =
𝑡3

1+𝑡4

 ;    𝑡 ∈ ℝ 
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On comparera les points 𝑀(−𝑡)et 𝑀(𝑡),  𝑀(
1

𝑡
)  et 𝑀(𝑡), en déduire que l’étude peut se faire sur 

[0; 1] 
2) Tracer les courbes paramétrées définie par : 

a) {
𝑥 = 𝑒𝑡𝑐𝑜𝑠𝑡
𝑦 = 𝑒𝑡𝑠𝑖𝑛𝑡

 ;  𝑡 ∈ ℝ 

b) {
𝑥 = 𝑒𝑡

𝑦 = 2(1 + 𝑡)𝑒𝑡 ;   𝑡 ∈ ℝ 

c) {
𝑥 = 3 − 2𝑐𝑜𝑠2𝑡

𝑦 = 𝑠𝑖𝑛3𝑡
 ;   𝑡 ∈ ℝ 

 


