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Corrigé de la 1 COMPOSITION DE MATHEMATIQUES

Partie I
a. La bilinéarité et antisymétrie se vérifient aisément. Pour le reste, remarquons que :
w(z,y) =0<=<n(z),y >=0.
Le produit scalaire euclidien étant non-dégénéré,
w(z,y) =0,Vy € R" <= n(z) = 0.

Comme on est en dimension finie, la nullité du noyau est équivalente a 'inversibilité et le résultat
est prouvé.

b. On considere, pour z € R” fixé :
¢, : R — R
y — w(z,y)

¢, est linéaire et il existe un unique n(x) de R™ tel que :

vy e R™, <n(x),y >= ¢ (y) = w(z,y).

En outre, x — n(x) est linéaire. En effet, pour tout z1, 2, A, pour tout y € R™, alors

<nAz1 4+ z2),y > = w(Azy + x2,Y)
= Aw(z1,y) +w(z,y)
= A<n(z),y >+ <nlx2),y >
= <An(z1) +n(z2),y >,

et c’est 'unicité qui permet de conclure a la linéarité de n. En outre,

<n*(z),y> = <wznly) >
= <ny),z>
= w(z,y)
= —w(z,y)
= < -n(x)y>,

et donc n* = —n. En outre, la question précédente donne directement que 1 est inversible.

c. 9l existe sur R™ une forme symplectique, il existe en particulier un endomorphisme inversible
n de R™ tel que n* = —n. Mais alors, si A est valeur propre de 1 de multiplicité k, —\ est valeur



propre de n* de multiplicité k, et donc —\ est valeur propre de 1 de multiplicité k (les endomor-
phismes sont réels, mais les valeurs propres peuvent étre complexes). Comme 0 n’est pas valeur
propre de 7, et que n est la somme des multiplicités des valeurs propres de 7, en regroupant chaque

valeur propre avec son opposée, on trouve que n est pair.

d. 1) Comme J* = —J (vérification triviale sur les matrices), et J est inversible, wy est symplec-

tique.
2) Si 1 <k <m alors Jex = €1, et par suite

1 sil=k+m;
wolex, e1) = 0 sinon

sim-+1<k<2m alors Jep = —ei_,, et par suite

-1 sil=k—m;
wolex, e1) = 0 sinon.

Partie I1

1. Remarquons d’abord que J est inversible (son déterminant vaut 1). On a donc :

det(J), et det(M) = +1.
2. Clairement s, est symplectique. Si A, B sont symplectiques, alors

“(AB)JAB ='B'AJAB = J.

(det(M))? det(J) =

Finalement si A est symplectique alors A est inversible de plus tA~1JA~! = J. Or

PAJA = J < tA71 JA ! =

Il résulte que A~! est symplectique. En conclusion, ’ensemble des matrices symplectiques est un

groupe pour la multiplication.
3. On a J~! =*J, ceci prouve que .J est symplectique.

4. Nous avons :

AJPA =1

Comme l'inverse d’'une matrice symplectique est symplectique, la transposée d’une matrice sym-

plectique est aussi symplectique.
5.a) Un calcul immédiat donne

_t t _t t
tMJM:( AC +'CA AD + CB)

~tBC+'DA —-'BD+'DB
M est symplectique si et seulement si
i) —tAC+'CA=0,,
i) ~"AD+'CB = -1,
iii) —'BC +'DA = I,,,.



iv) —=tBD + DB = 0,,.

Les conditions i) et 4ii) sont identiques, tandis que ) et iv) se retraduisent en *AC et *BD sont
symétriques.
b) Si une telle matrice existe, on a :

L, @ A-QC 0, \ (A @D

O I C D ) \C D ‘
On pose donc Q = BD~!. Refaire le produit prouve que M s’écrit sous la forme demandée. On
en déduit que

det (M) = det(A—QC)det(D)
= det(*A—-"'C"'Q)det(D)
= det(*AD — tCtDBD),

comme BD est symétrique,
det (M) = det(*AD —'C*D *'DB)
= det(*AD - 'CB) =1.
Partie IIT

1. Soit M une matrice symplectique, que I'on écrit sous la forme M = J=1tM " 'J. Si A € M, (C),
on désigne par P4 son polynoéme caractéristique. Rappelons que 2 matrices semblables ont le méme
polynome caractéristique, et que le polynome caractéristique d’une matrice et de sa transposée sont
identiques. Nous avons alors :

P(A) =Pjaip-15A) = Popp-1(A) = Pp—1(A).
Mais,

Pya(\) = det(M™' = \yp)
= det (M (I, — AM))

= det (Mﬁl)det (_A(IZ’rrL - %))
= (=N det (Inyn — %)

s, 1
= (NP3

2. Rappelons que \g est valeur propre de multiplicité d de M si et seulement si A\g est racine de
1 _

multiplicité d de P. 1l suffit de prouver le résultat demandé pour o™ et Ag :
0

e Pour \g : P est & coefficient réels, si Ay est racine de multiplicité d de P, Ao aussi.

1
e Pour ~ : C’est une application directe de I11.1).
0

3. Rappelons que det (M) = 1. Si d est la multiplicité de —1, on a :

n? JI M=t

Aivp#—1



Maintenant, on regroupe dans le produit chaque valeur propre avec son inverse qui est de méme
multiplicité, et %/\f" = 1. On trouve donc : (—l)d =1, et donc —1 est de multiplicité paire.
Comme la sommei des multiplicités fait 2m, et que si A; est de multiplicité d;, on a :
mult();) + mult(%) = 2d;
i

Il résulte que la multiplicité de 1 est paire aussi.
4.

(a) I est symplectique, et a une seule valeur propre.

00 -1 0
(0 =I,\ | 00 0 -1 . . s
(b) Jy = ( I, 0O ) = 10 0 0 est symplectique, son polyndéme caractéristique
01 0 O
est P(\) = A* + 1 donc J, admet deux valeurs propres doubles distinctes i et —i.
1 0 0 0
0 ! 0 0
(¢) Considérons M = 2 . Un calcul facile montre que M est symplectique. En
0 010
0 0 0 2

outre, M a bien une valeur propre double et deux valeurs propres simples.

(d) Expliquons briévement comment choisir M. Si par exemple 2i est une valeur propre de M,
les autres valeurs propres sont 0.5¢,—0.5¢ et —2i. Nous posons donc :

0 -2 0 0
2 0 0 0
0 0 0 -05
0 0 05 0

M =

On vérifie que M est symplectique, et les valeurs propres de M sont 27,0.5i,—0.5¢ et —23.
Partie IV
1. On a
Yo,y € R*™, < J(¢(2)),6(y)) >=< J(z),y) >
Va,y € R¥™, < ¢*(L(6(2))),y) >=< L(2),y) >

( ;
ve e R*™, 6" (J(6(x))) = J(x)
M  est symplectique.

[

2. Remarquons que nous avons le choix de la norme sur R™, puisque toutes les normes y sont

équivalentes. ¢ ayant des valeurs propres distinctes, ¢ est C—diagonalisable. Soit (x1,---,z,) une
base de C" de vecteurs propres, ¢(z;) = \ix;, |Ni| = 1. Pour x = ayz1 + - -+ + anz, de C*, nous
choisissons ||z|| = |ai| + - -+ + |an|, qui définit aussi une norme sur R™ par restriction. Alors :
pP@)l] = [[Mar@1+ -+ Al anzy|
= [Mai|+ -+ [\ an|
= Jaa|+ - +an| = [|2]].



En particulier, ¢ est stable.

3. a. En écrivant les produits matriciels, on prouve aisément que l’endomorphisme que nous
noterons ¢ est symplectique si, et seulement si, {QQ = I,,, c’est-a-dire si, et seulement si, Q est
orthogonale. Maintenant, une matrice orthogonale conserve la norme euclidienne, notée || ||2. En

particulier, si X = < ;j > dans R?™, alors :

1e(X)I13 = [12@)II3 + )15 = [IX]5.

Il résulte que I'endomorphisme considéré est stable, par suite la CNS recherchée est : €2 est or-
thogonale.

b. Si cet endomorphisme ¢ posséde une valeur propre de module A # 1, alors d’aprés I11.2., il en
posséde une de module > 1. En particulier, il existe z dans C” tel que

I @I —— 00 (0.

Or si ¢ était stable, en écrivant z = x + 4y, oll = et y sont dans R™, alors :
k k k
o™ (Il < llo"(@)[| + llo" (W) < M,

absurde en vue de (x).
4. a. Nous considérons par exemple I’endomorphisme symplectique dont la matrice écrite dans la

base canonique est donnée par :
< RI, 0 )
1
0 P
R

b. On a ¢ est symplectique <= ¢* est symplectique et

wo(¢*(e1), d" (em+1)) = wole1, emt1) = L.
D’autre part,
wo(¢*(e1), 9" (em+1)) = (L(d"(e1)), @™ (em+1))s
si ||o*(e1)]] <1 et |[¢*(em+1)]] < 1, Vinégalité de Cauchy-Schwarz donne :
|lwo (@™ (e1), ™ (em+1))| < 1,

ce qui est absurde.

c¢. Supposons par exemple que ||¢*(e1)|| > 1, et posons x = m € B. Siy = ¢(x) = yey,
alors “
1 = <y,e >
= < (b(l‘), e >
= <z,0"(e1) >
= l¢"(e)l| = L,

En particulier y ¢ T'r et ¢(B) ¢ T'g.
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Dans toute cette épreuve, R désigne I'ensemble des nombres réels.

Exercicen® 1

1. Calculerl(x)= J‘ant2
+

1/x

dt pour tout réel xstrictement positif.

Sans perte de généralité, on peut supposer que x >1,

dans ce cas: I(x)=.[ Lnt

1/x

1 X
- dt = I Lnt2 dt+.[ Lntz dt. Dans la premiére
1+t 1+t 11+t

1/x

s . 1 . .
intégrale, on effectue le changement de variable u == et on obtient moins la

deuxieme, d'ou I(x)=0.

2. On effectue le changement de variables: x=aucosd et y=bucosd pour

n/2 1 3
) ) ba’nr 2
obtenir J = || (x? —=2y)dxdy = a®u?cos® 0 —2busin®)abudu)do = —Zab?.
J;_f( y) dxdy I (!( ) ) % 3

0

Exercicen® 2

On considére la fonction numérique f définie sur [0,1] par :

f(X):{l si xeQ

0 sinon

ou Q désigne I'ensemble des nombres rationnels.

1. Comme les ensembles Q et R—Q sont denses dansR, tout nombre
rationnel est limite d'une suite de nombres irrationnels et réciproquement.
La fonction f n'est continue en aucun point de [0,1]. Pour xeQ, 3(u,) e R-Q telle

que:(u,) > x et Limf(u,)=0= f(x)=1.



2. La fonction g est continue seulement en x=1/2 et non dérivable en tout
point de [0,1].

3. La fonction h est continue et dérivable seulement en x=1/2et non
dérivable ailleurs sur [0,1].

Exercice n® 3

1. Si p est un nombre premier, f(p®)= pf(p)+ pf(p)=2p, puis
f(p®) = pf(p*)+p*f(p)=3p°.

On vérifie par récurrence que f(p®) = pf(p*™)+p* " f(p)=ap*™ .

H 0 4 O o o o o P 0 ) (04
On calcule ensuite f(ppy2) = py2 f(p)+ pyt f(ps?) = plrps? (—+—2)

1 2
Cela nous conduit a vérifier par récurrence sur k, 'expression :
Sap
f(n)=n> — ot n=pf..p>.
i=1 Mj
T . . Q; . o O a;
2. L’égalité f(n)=n implique 0<—<1, soit 0< ¢, < p,, dou —=1—Z—
P P; j#i pj
ol g
@ = pi(l—zp—) ou encore ([ [ p;)xe; = pi@-> )] p))
j#i j j#i j#l j j#i

([Tp,) e = px([Ip, - A avec A= [ ]p,)

j#i j#i j#i j j#i

Ainsi p,divise le produit (H p;)xa; et il est premier avec le premier terme.
j#i
Le théoreme de Gauss montre que p; divise ¢;,. Comme 0<¢«; < p,, on en déduit
que :
Viefl,..k} =0 ou a, = p,
k

a, . . oo
Comme Z—' =1, il n’existera qu'un indice j pour lequel «; #0 , et vaut p;.
i1 P

En conclusion n est bien de la forme n= p®. La réciproque est évidente.



Exercicen® 4

1. u, —u, :jx(Lnx)”(Lnx—l)dx <0. La suite (u,)est positive et décroissante, donc
1

elle converge. On peut aussi remarquer, en intégrant par parties que :
2 2

e* n . e :
que: u, :?_Eu”‘l >0, dou u,, <—, et la suite converge vers 0.
n

. . C Ln2
2. La suite (v,) est positive et majoree par —1,donc elle converge vers 0.
n-+

Exercice n®5

On cherche a déterminer toutes les fonctions numériques continues f qui vérifient :
X

f (x) =—1—j(x—t) f (t)dt
0

Supposons que f soit une solution de cette équation, alors

f(x) =—1—x_|' f(t) dt+_[tf (t)dt et en particulier f(0)=-1.

0 0
Le terme de droite de I'équation précédente étant dérivable, f est dérivable.
Et f'(x)=—[ f(t)dt—xf (x)+xf(x), soit f'(x)+[f(t)dt=0.

0 0

Posons Yy(x) :j f (t)dt, on obtient I'équation différentielle : y (x)+ y(x) =0.
0
La solution générale est y(x) = Acosx+ Bsinx et avec les conditions y(0)=0et

y (0)=-1, y(x)=-sinx et f(x)=-cosx.

On vérifie aisément que f(x)=-cosx est solution de I'équation proposée.



Exercicen® 6

D’aprés I'énoncé, on a donc 10 boissons de type Bl et 40 de type B2. Il y a (io)
facons de choisir 4 boissons parmi les 50.

1.

On préléve, au hasard, 4 boissons dans une livraison de 50 boissons.

10
. ) ) 3
La probabilité d'avoir 4 boissons de type B1 est égale a (4 ): ———=~(,00091
p yp g (_)io 3290

La probabilité d’avoir 1 boisson de type B1 et 3 boissons de type B2 est égale
N 10x(%) oss

= =~ 0,429
(¥) 2303
La probabilité davoir au moins une boisson de type Bl est égale a
(*) 13801
1-254=—-——-=0,603
. 23030

On préléve maintenant une boisson, on note son type et on la remet dans le
lot. On réalise n fois cette expérience et on note X le nombre de boissons B1
obtenues.

P(X 21)=1-P(X =0)=1—(4/5)"

Combien de fois faut-il réaliser I'expérience pour étre sir a 90% d’obtenir au
moins une boisson B1 ? Il faut que P(X >1)=1-(4/5)" >0,9. Soit, en utilisant

le logarithme décimal : n > #, d'ou n=11.
log(5/4)
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Exercice

1. (a) Premicre méthode
i. Pour tout entier n > 1,

1
Up — Up = 1 ) .

n2(1+ 7(_131
Donc la série de terme général (t.g.) u,, — v, est une série positive équivalente a la série de terme
général n—lz qui est convergente par Riemann.

ii. Comme v,, est le t.g. d’'une série alternée dont le terme de signe constant est % tendant vers 0.
Ainsi, la série de t.g. v, converge. Comme u,, — v, est le t.g. d’une série convergente on a la série
de t.g. qui est la somme des deux précédentes u,, — v,, + v, = u, qui est donc convergente.

(b) Seconde méthode
i. Pour z au voisinage de 0, ﬁ =1—xz+o(z).

(=1

ii. Pour tout n grand, on a ~— - qui est proche de 0, ainsi

b oo By

n
(-n)" 1 1
= e

iii. Le premier terme du développement de u,, est convergent comme t.g. d’une série alternée, tandis
que le second est le t.g. d’une série convergente d’aprés Riemann. Enfin |o(-;)| < -5 qui sont
des t.g. positifs, avec le majorant t.g. d’une série convergente.

2. (a) Premiére meéthode

i. Pour tout entier n > 1, on prend v, = — (7711—&)-2'
ii. Le t.g.
Cc-1
Up — Un = “1)ntt
(n+1)(1 - S
est un t.g. & termes de signes constants équivalent & 2;11 Ce t.g converge si et seulement si

C=1.

iii. Comme v,, est le t.g. d’une série convergente (série alternée), on en conclut que u, est le t.g.
d’une série convergente si et seulement si C' = 1.



(b) Seconde méthode

i. On effectue un DL & I'ordre 1 autour de 0 de la fonction —. Soit = =1+ z + o(x).

(=t

N

iii. Comme précédemment, on a une somme de t.g. d’une série alternéee et d’une série convergente
si et seulement si C' = 1.

ii. On développe u, autour de x =

Probléme

1. Matrice de Vandermonde
(a)
VMl(x)< 11 )

To T1

(b)
1 1 1

VMa(z)=| zo x1 @2

x3 a? a3

det(VMl(I)) =1 — Zo-

1 1 1
det(VMy(z)) = det| xzo 21 2
2 22 3
1 1 1
= det| xzo—x0 T1— To To — To
x% — x% J?? — Xol1 .73% — ToT2
1 1 1
= det| O T1 — To T2 — To

0 a:l(xl — 330) 332(33‘2 — xo)
r1 — 2o X9 — X
det
c ( w1(r1 —x0)  T2(T2 — 20) )
1 1
= (x1 —xo)(x2 — xo)det < vy )

= (551 - xo)(ﬂﬁz - xo)(fz - $1) = H (wk — xj).

0=j<k=2
(e) On suit I'indication donnée pour p > 2

p

det(VMy(z)) = H (g — x0)det(VMp_1(x1,...2p))
ko=0

Or, par hypothése de récurrence

det(VMy s (21,...,2p) = [ (ex — ;).
1=j<k=p



Ainsi

det(VMy(z)) = H (r, — x0) H (zx — z5)
ko=1 1=j<k=p
= H (l‘k — l‘j).
0=j<k=p

L’hypothése de récurrence est vérifiée au rang p = 2, par ailleurs det(V My (x)) vérifie également cette
hypotheése, ce qui achéve la preuve pour tout p > 1.

(f) det(VMp(z)) =0 <«= [Jo—jcp—p(@r — ;) = 0 <= 3(j,k) € {0,...,p} avec j <k, tels que z; = .

2. Matrice de Hankel
(a)

(b)

1z a3

Hy(x) ro 7 3
2(T) = 0 T1 T

2 .3 4

1 z; 23 a3
2 .3 4

Hs(x) 2 3 4 5

(d) det(Hy(z)) = 22 — moz1 ou encore (en utilisant les substitutions de lignes)

det(Hy(z)) = det(l = )

0 2% —zo11

1 1
= :C1det( 0 21— 20 )

= xl(xl —xo).

Et, suivant la méme méthode, det(Hy(z)) = x123(22 — 21) (22 — 20) (21 — 70)

(e)

2

det(Hy(z)) = Hx; H () — xj).

j=1  0=j<k=p
(f) On utilise les substitutions de lignes préconisées

3
det(Hs(x)) = H x?det(VMg(a:O, ce,X3)).

j=1

(g) On procédera par récurrence. L’hypothése de récurrence étant :

det(Hy(x)) = [ [ #}det(V M, (xo, ..., zp)).
j=1



Cette hypothése est vérifiée au rang p = 1. Et on a

det(H,(z Haz]det (VM (xq, ..., xp)).

j=1

det(H, = H H (xp — ;).

0=j<k=p

(i) det(Hp(x)) = 0O signifie soit qu’il existe une valeur xj, nulle soit (sans exclusivité) qu’il existe deux
valeurs x; et zj telles que x; = .

3. Aléa et matrice de Hankel.

(a)
B 1 E(X)
EH1(X)—(]E(X) E(X?) )
(b)
1 EX) IE(X?)
EH,(X) = | B(X) E(X?) B(X?)
E(X?) E(X?) B(X?Y)
c)
( 1 BX) EX?) EX?)
() EX?) BEXY) EXY)
EH3(X) = E(X?) EX?) EX?*) IE(X5)
E(X?) EXY) EX®) EX°)
(d)

B, (o X)) =B (X)) = ),

(e) EH,(X) =IE(H,y(Xo,...,Xp)).
(f) On a (p+ 1)! permutations possibles. Et comme ]E(X,i) = IE(Xg(k)) quelle que soit la permutation
o considérée de Sp11 = {0,...,p}, on a EH,(X) = IE(Hy(Xs(0), - - - » Xo(p))).- Ou encore

EH,(X)= ) 1 E(Hp(Xo(0):- -+ Xo(p)))-

|
e (p+1)!

(g) (X1,Xo,X2,...,X,) est une permutation de (Xo,...,X,), et Pespérance d’une matrice étant égale
a la matrice des espérances (car somme finie) d’aprés ce qui précéde, on a

EH,(X) = E(H,(X1, X0, X2 ..., X,)).

(h)
det(EHp (X)) = > det(EH(Xo(0), -, Xor))
p+ 'JES
p+1
1
= Z IE det Xo'(O)7"'ﬂXU(p)))))
' 0ESp41



1 L

T+ 1)!IE GE%;H E)Xa(oe(") ozg:p(Xk - Xj)
1 P
1 2

= oio®| 1 &e-x)

0=j<k=p

(i) det(EH,(X)) = 0 implique qu’il existe deux valeurs prises par X}, et X; égales. Or comme X ne peut
prendre que ¢ valeurs distinctes, on a ¢ < p. Pour tout ¢ > p, on aura det(EH,(X)) > 0

4. Ainsi la quantité det(EH,(X)) permet & partir de la connaissance des 2p premiers moments de la variable
X, d’établir le nombre de valeurs ay,...,a, distinctes sur lesquelles la variable X prend ses valeurs. Il
n’est pas nécessaire de connaitre les valeurs a; elles-mémes pour cela car le calcul de det(EH,(X)) ne les
demande pas.





