SCIENCE EN HERBE MATHS TERMINALE S1 & S3

SERIE N°4-2: CALCUL INTEGRAL ET EQUATION DIFFERENTIELLE

Exercice 1 :

Calculer les intégrales suivantes :
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Exercice 2 :

On consideére la fonction f définie

2 2

X ainsi que cos
2) Exprimer sin*x enfonction de c

1) Exprimer sin fonction de cos(2x) .

x) etcos(4x) .

3) Calculer f8
Exercice 3 :
1) Sans cal\.le' rales, justifier les égalités suivantes :
sin(|]1 —2x| — |1+ 2x])dx=0 ; f_z 2_dx = flzlfr—xdx.

12+|x|

changement de variable affine, Calculer les intégrales suivantes :
1

L = [2x*V2x + 1dx ; L=[—*

————dx
0 (x+1)Vx+1

2

b) Prouver que [* f(©)dt = [ f(a+b—t)dt.

T
En déduire l'intégrale [#(v/cost —+/sint) dt .
6
Exercice 4 :

_ 2x—Inx

=4

Soit f la fonction définie sur ]0,+oo[ par f (x)
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2 22x—1Inx
1) Soit J :.[1 f(x)dXZJ‘lidx_

2\x
2 Inx

a)calculer 1 —=dXx 3 I'aide d’une intégration par parties. En déduire J.
24X

2) a) Etudier les variations dEfSUF]O,+OO[ .

b) Soit k un entier naturel tel que : 0 <k < n—1. En utilisant les variations de f sur[1,+oo[ ,

k+1
1 k +— 1 k+1
Montrerque: — f| 14— | < | " f(x)ax <= |1+
n b n n
f(2 f(1 f(1 f(2
3) Endéduireque: U, — ( )SJ SUn—ﬁ, Puis : J+—)_UHSJ+—) s et
n n n n
limU,.
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Exercice 5 :
- e _ (x_at
Soit F: R — R définie par : F(x) —fx —

=

Montrer que la fonction F est définie sur R

Montrer que la fonction F est impaire et étudier ses variations.
1

Vet+t2+1

w N

Etudier les variations de f.
Soit x > 0, montrerque: ¥ t € [x;2x], 0 f(t) < f(x)
) EndéduirequeVx >0, 0 <FE(x) <

) Donner I'allure de la courbe de F.

)
)
) On considére la fonction f définie sur:[0; 4 o[ par f(t) =
)
)

o o

. Quelle est la limite de F en +o0 ?

(e

x
Vxt+xZ+1

I

Exercice 6 :
A) Résoudre les équations différentielles suivantes

1)y =x3=2x*-5 .2)y"=3 cos x— 2 sinx 3)y=(2x—-1)e* 4)(x+1)y =x-1

5)y” = x? +1-2¢* 6)y" = sin 2x —cos3x
B) a) Résoudre les équations différentielles suivantes

Dy -y —2y=0 2)y"+w’y=0 3)y"—w’y=0 4)y"+y +y=0
5y"+4y' +4y=0 6)y" =0 7)4y"+25y=0

b) Pour chacune des équations différentielles de la question précédente, donner la solution
particuliére qui vérifie les conditions suivantes : y(0) =0 et y’(0) = 1.
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Exercice 7 :

1- Résoudre les équations différentielles :

a) 7y'+2y=2x3—-5x2+4x—1;b)y' +y=xe¥; c)y —y=sinx;
e)y' —y=e*lnx

2- Résoudre I'équation différentielle: 4y" — 12y’ + 9y = (9x + 3)e3*¥

3- Soit I'équation différentielle : y" + 3y’ + 2y = xx—_zle_x (D

a) Vérifier que la fonction f telle que : f(x) = e ¥Inx est solution de (1)

b) En déduire la solution générale de (1)

Exercice 8 :

T

z1 _ Vg W .
Dans cet exercice on cherche a calculer I'intégrale : | = J“‘ﬂ {Sln( 2X) + e~ cos(x— Z)} dx al'aide

4

d’une équation différentielle.
1. Résoudre 'équation différentielle: y +2y +2y =0 (E)
2. On considére I'équation différentielle : Yy + 2y + 2y = 4c08(2x) =2sin( 2x) (E’)

a. Déterminer deux réels a et b pour que la fonction f1 définie par:

VX € IR f,(x) = asin( 2x) + bcos(2x) soitsolutionde (E")

b. f désignant une fonction numérique, on désigne par gila fonction f — f1-
Démontrer que f est solution de (E’) si et seulement si g est solution de (E).

c. En déduire la forme générale des fonctions vérifiant I’équation (E’).

J2

3. a. Vérifier que la solution de (E’) telle que< f (0) = > et f'(0)=2est

f (x) =sin(2x) +e™* cos(x - %) .

b. Utiliser (E’) pour trouver I'ensemble des primitives F de f .

c. En déduire la valeur de l'intégrale I.
Probléeme 1 :
Partie A

1. Déterminer les solutions h sur IR de I’équation différentielle (E) : y”’ + 4y’ + 4y = 0.
2. On considere I'équation différentielle (F) : y”’' + 4y’ + 4y = -4x.
a. Déterminer les réels a et b tels que la fonction ¢ : x ax + b soit solution de (F).
b. Montrer qu’une fonction f est solution de (F) si, et seulement si, f — ¢ est solution de (E).
c. En déduire toutes les solutions de (F)
d. Donner la solution f de (F) qui vérifie f(0) = 2 et f'(0) = -2.
Partie B

Soit f la fonction définie sur 'intervalle [0, +oo [ par f(x) = xe > + e+ 1 —x.
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On appelle Cla courbe représentative de f.
On se propose d’étudier cette fonction ainsi I'équation f(x) = 0.

1. a. Calculer la fonction f’ dérivée de f. Dresser le tableau de variation de f' sur [0, +oo [. Indiquer
la limite de f' en +00. En déduire le signe de f' sur [0, +oo [.
b. Dresser le tableau de variation de f sur [0, +oo [. Indiquer la limite de f en +co.
c. Montrer que C admet une asymptote d que I'on déterminera.

2. Construire d et C sur un méme graphique.

a. Etablir que I'équation f(x) =0 admet sur [0, +oo [ une solution et une seule. On note & cette
solution.
b. Justifier 'encadrement 1< a < 2.

Partie C

On se propose d’étudier une méthode d’approximation de a

On observe pour cela que a est I'unique solution de I'équation de I'équation’g(x) =x ol g est la
fonction définie sur l'intervalle J = [1, +oo [ par g(x) = xe + e+ 1.

1. Etudier les variation de g sur J. on ne demande pas de construire sa courbe représentative.
En déduire que pour tout élément x de J, g(x) appartient encore a J.

2. Montrer que pour toutxdeJ,ona: |g'(x)]| € % .

- 3
En déduire que pour toutxde J,ona: |g(x)— a| < = |x =al.

3. Soit (un) la suite d’éléments de J définie par up=1 et Un+1=g(un)
Pour tout entier n, positif non nul.

Y . 3

a. montrer que pour tout entiern positif ou nul, ona: |u,; —a| < = lu, —af .
g . - ) 3.n

b. En déduire que pourtout entier n, positif ou nul,ona: |u,.; —a| < (e—z) .

c. Déterminer lallimite de la'suite (un).

d. Déterminer une indice p pour lequel on est sir d’avoir |up - a| <1073.

Calculer u, a I'aide de votre calculatrice ( on donnera la partie entiére et les trois premiéres décimaux

Probléme 2 :

t-1
On considere lafonction f définie sur [0, 1] par: f(0) =0, f(1) =1 et f(t) = ﬁ si t €]0, 1[.
n
On appelle Cla courbe représentative de f dans un repére orthonormé ( O, 1, j ). Le but du probléme

1
est d’étudier f et de calculer I'intégrale | = I f(t)dt.
0

Partie A : Etude de f
1. a. Montrer que f est continue en O et en 1.
b. Montrer que f est dérivable sur ]0,1[. Calculer f'(t) et montrer que f'(t) a le méme signe

1
que @ (t) ol @ est la fonction définie sur ]0, 1[ par @t)=Int—1+ E
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c. Etudier les variations puis le signe de @ . En déduire le signe de f’.

1.Etudier la dérivabilité de f en 0 ; que peut on déduire pour la tangente a C au point O ?

1 1
2. a. Prouver que, pour tout élément u de [0, E ,0<——-(1+u) < 2u?. En déduire que
—Uu

2 3
u 2u
“In(l-u)—(u+—) <
2 3
b. Soit g la fonction définie sur 10, 1] par g(x) = —— . Prouver que, pour tout élément h

f(x)
2
de [-— 0], 0< g(1+h)— g(1)+h<%

En déduire que g est dérivable en 1 et préciser g’(1).
c. En déduire que f est dérivable en 1 et prouver que f'(1) = =

3.Tracer la courbe C (unité graphique : 10cm).
Partie B :Calcul de 'intégrale |

1
Pour tout élément x de ]0, 1], on pose I(x) = If(’[)dt et J(x) = IT(

(On ne cherchera pas a calculer ces intégrales.)

1. Soit K la fonction définie sur ]0, 1] par K(x) = J(x?) =J(x).
1
a. Montrer que K est dérivable sur ]0, 1] et que K'(x) = —[ f (x) — 2 f (x*)].
X

b. Prouver que, pour tout élémentx de ]O, 1], f(x) — 2f(x?) = - xf(x).

X
t-1
c. En déduire que, pour tout élément x de ]0, 1], I(x) = I—dt. (1)

X
-1
2. Calculer la dérivée dela fonction t+— In(- Int) sur ]0, 1], I—dt= In2. (2)

1 -1
3. Prouver que,pour tout élément x de ]0, 1] et tout élément t de ]0, x[, 0 < _ﬁ < _I
n n X
cdt|  —x
En déduire que, pour tout élément x de ]0, 1[, 0 < I <—. (3)
2intl Inx

4. Apartir de (1), (2) et (3) déterminer la limite de I(x) lorsque x tend vers 0.
X
5. Etablir que, pour tout élément x de ]0, 1], | —1(x) :J. f (t)dt. En déduire que

0<I-1(x)<x
6. Prouver finalement que | = In2.
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