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Définitions et notations

On désigne par R I'ensemble des nombres réels. Si A C B sont deux parties de R, on note par
B\ A le complémentaire de A dans B. On désigne par N l’ensemble des entiers naturels, par Z
I’ensemble des entiers relatifs et par Z_ ={k€Z : k <0}.

On admettra le dévellopement suivant de la fonction Cotangente :

cos T 1 = 2z
= = = —_ 1
vz €]0, 7], cotan(z) - . + g R (1)

n=1

Premiere partie.

2
1- Soit (up)nen+ la suite réelle définie par u,(z) = In <1 - x2>, n>1.
n

a)

b)

2
Pour n € N* et « € [0,1], le terme wu,(x) est négatif et on a uy,(z) ~ 73:72 quand
n

n — +o00. La série de fonctions ) u,, converge donc simplement sur [0,1].

2x

2_n2'

Pour tout n € N*, la fonction u,, est de classe C! sur [0,1] et on a u/,(z) =
T

2a
n2 —a?’

Soit 0 < a < 1. Pour tout n € N*, posons r,, = Pour tout =z € [0,qa], on a

|u! (z)] < 7y, qui est le terme général d’une série numérique convergente, ainsi la série
de fonctions > ], converge normalement sur [0, al.

Soit 0 < a < 1, d’apres la question précédente la série de fonction Y u!, est normalement
convergente sur [0,a]. D’apres le théoréme de dérivation terme & terme des séries de
fonctions, la fonction

+o00
F(x) = Z U ()
n=1

est de classe C! sur [0,a] et on a

+oo +oo
Fl(z) = Zu/ (z) = Z 2z
- n - 2 —n2’

n=1 n=1

Comme a est arbitrairement pris dans [0, 1], on en déduit en utilisant le dévellopement
(1) que F est de classe C! sur [0,1] et

Fla) = TCOSTL 1

sin Tx x



d) En intégrant la derniere égalité de la question précédente, on obtient pour tout = € [0, 1],
= = *rmwecosmu 1
@)= S0 = [T 11y,
Z n(®) Zu"( ) /0 sin u ul
n=1 n=1

+oo
comme Z u, (0) = 0, il vient
n=1

—+o0 . x . .
sin mu sinmx sinmx
E up(z) = |ln =1n —lnm=1n .
u x T
n=1 0

2- Soit (Sp)nen la suite de fonctions définies pour tout = € R par la récurrence :

.172

so(x) =z, sn(z) = (1 - 2) Sn—1(x) pour tout n € N*.
n

a) Pour tout y € R, désignons par |y| sa partie entiere. Soit € R, & partir de n > [|z|],
la suite (|(sn(x))|)nen est décroissante et minorée, donc elle est convergente. De plus,
pour tout n > [|z[], s,—1(z) et s,(x) sont de méme signe. La suite (5,(x))n> 2| est
alors de signe constant, donc elle est convergente.

On en déduit que la suite de fonctions (s,)nen converge simplement sur R vers une
fonction s.

b) Soit x € R,

(i) Par définition, pour tout n € N*, on a

(ii) D’apres la question précédente

5u(@) = —— [k — o) [[k+2),
(n!) Pt

k=0

il en résulte, avec des changements d’indices, que

n n n—1 n+1
1
sn(z+1) = (n')zn(k—x—l)H(k+x+l):(n')zH(k—m)H(k+x),
Y k=1 k=0 7 k=0 k=1
et pour n > |z|,
sp(x+1) —x Xn+1+xiin+1+x
sp(z) n-wo x - on—z

d’ou 'égalité demandée.

1
(iii) Pour tout n > |z|, sp(z + 1) = wsn(x) Par passage a la limite lorsque
T—n
n — 400, on obtient s(xz + 1) = —s(x).



¢) La fonction s est nulle en 0, car s,(0) = 0 pour tout n.
Pour z €]0,1[, on a s,(z) > 0 et Ins,(x) = Inz + Y7 ug(z). Dapres 1-, d),
lim,, oo In 5, (7) = Ino + In S0TE = In S2TL

In sin rx

La fonction exponentielle est continue donc lim,,, o0 $p(z) =€ T, soit

s(z) = sin wx.
T

Soit z € R et n = |z] sa partie entiere. On a donc s(z) = (=1)"s(x—n) et x—n € [0, 1],
L sinm(x —n)
()" ——
sin T

On obtient done s(x) = pour tout z € R.
™

ainsi s(z)

Deuxieme partie.

On considere la suite (fy,)nen+ de fonctions définies pour tout = € R par :

(nn__zl)!x(x—l—l)...(x—&—n—l) = % f[(a:—l—k)

k=0

fu(x) =

1- Soit p € N. Comme pour tout n > p+1, f,(—p) =0,ona lim f,(—p)=0.

n—-+oo

2- On suppose que z € R\ Z_.

a) Puisque z € R\ Z_, pour tout n € N*, f,(x) #0 et

G = (03) 000

Il s’en suit que pour tout n > N, = max{l, |—z] + 1}, f?fz(f) >0 et
n(x
fnt1(2) 1 x 1
. fu(z) vttty —|—n< +n> © n?

fn+1(l')

Ainsi la série de terme général In , définie a partir du rang N, est convergente.

b) Pour tout n > N, notons

2) = - o frr1(@)
o) k;\,ml fu(@)

Par télescopage des termes, pour tout n > N,

n—N, n—Ng f ((E)
Sn(z) = ,;0 In fryn,+1(x) — ’;) In fisn, (z) =In ;J\Zl(fﬂ) ,

dott foy1(z) = fn,(2)e3@) . 11 en résulte que la suite (f,(2))nen- converge vers
I, (2)e5@) 20, ot S(z) = limy,_, o0 Sp ().

c) D’apres la question précédente, et la question 1-, a),

N @)ef@ £0 st 2 eR\Z,
) = {0 six €Z_.



d) Pour tout z € Ret n € N*, on a fup1(z) = (1+ %)7wmfn(x + 1). Par passage a la
limite lorsque n — 400, on obtient f(z) = xf(z + 1).

e) Pour tout n € N*, f,(1) =1 donc f(1) =
En utilisant la relation f(x) = xf(z 4+ 1), on établit, par récurrence sur n, que

1
f(n):m7

pour tout n € N*.

3- Soit z € R, d’aprés (2) on a

_ — n,1+z n—1
f( )fn(lfx) (7’L—1 11$+k mkli[()(*erkﬁLl)
1 n—1 n
= k)
nl(n —1)! kzox—’— kI;Il
:n+a: k:l )
n
ZEJW@

Le passage a la limite lorsque n — +o0o donne la relation demandée,

f@)f(1—=)=s(z) =

sinmwx

™

4- On se propose dans cette question de montrer que pour tout z € R et tout p € N* on a la
relation :

ﬂm>mm2-mvnf@+ﬂ ()

a) (i) Pour p =1 la relation (x) est trivialement vérifiée.
(ii) Supposons que p > 2 et px = —n avec n € N, alors f(px) = 0 d’aprés 1-. D’autre
part, remarquons que le membre de droite de ’égalité (%) peut également s’écrire

(2m) et pHQHf( n+k>

et parmi les entiers {—n +k : k=0,---,p—1} il en existe un, noté ky tel que
(—n + ko)/p soit un entier de Z_. D’apres 1-, le terme de droite dans (x) est donc
nul, d’ou le résultat.

Montrons la propriété utilisée : il existe kg € {0,--- ,p — 1} tel que —n+ky € pZ—.
Par la division euclidienne de n par p dans N, il existe (¢,7) € N2 et r € {0,--- ,p—
1} tel que n = pg+r. Pour kg =7, on a —n+ kg = —pg, ce qu'il fallait démontrer.

b) On suppose que pz € R\ Z;. Soit n un élément quelconque de N*. Par la définition
de f,, on a d'une part,

—1,,—px P~ 1

_ b n
pp:c 1fpn(px) =

n—1)! (px +4),

J=0

et d’autre part

o)) = M (e5e)
) (i)




d)

puis en utilisant des changement d’indices et la commutativité de la multiplication,

Pl
f(p:wr%) n—1 [(i+1)p—1
n 1

p—1 k
kr_lof”(“p> = oo e L 1L et 0)

i=0 {=ip

n*(PfL’erz;l) 1 pn—1

= e T e+ ).
G g 1L o)
car U~ O{zp, L, (@i+Dp—1}={0,--- ,np—1}.
Il en résulte que

ppwilfpn(px)
[T fo (w4 5)
qui est strictement positif et ne dépend pas de x.
PP f(pr)
Mo f (o + %)
résulte que la suite (A,(n))nen est convergente et admet une limite, positive ou nulle.

On note A, = hrf Ap(n), on obtient I’égalité demandée :
n——+oo

ppn 1 —[(n_l)'] — Ap(n)

Le terme de gauche admet une limite égale a lorsque n — +o00. Il en

F o) = App—m“:r;[:f ( ¥ ’;) . (3)

1
D’apres la question 2-, €), f(1) = 1, en écrivant la relation ci-dessus pour x = — , on a
p

sl () - fi () 2T ()

Le changement d’indices kK — p — k donne
p—1 p—1
k k
1:Apr<) :Apr(l—).
k=1 p k=1 p
Calculons AIQ, : par I’égalité précédente et le résultat de la question 3-, on a

ONCHED IS

SIH -

ainsi
Pl

P Hp | sin kT
Montrons I'identité suivante entre fonctions polynomes de la variable réelle x :

p—1
2k
(P 4 aP 24 4ax+1)?= | I <x229:cos7r+1>.
p
k=1

On a
P —1=(z—1)(aP ' +2P 2+ . +z+1),



ainsi le polynome 2P~ 4 P72 4 . 4+ x4+ 1 a pour zéros complexes, les p — 1 racines
2ikm

de I'unité z, = e » avec k = L...,p—l.

D’autre part,

2k ke ik
:EQfQ;Ucos—WJrl:(xfeQ;f )(1’76_2)6
b

= (z— z) (@ — 2p—k).

D’ou
p—1
@+ e+ 1) =[] - )@ — 2pn)

k=1

p—1
2k

= H (w2 —2xcos7r+1> .
k=1 p

En donnant a zx la valeur 1, on obtient

— E[ <2—200s> H4sm —

p—
k

Puisque I | sin -~ > 0, il en résulte que
p

k=1
p—1
f L krp
sin— = 23
k=1
. . . - 2 (277)1771
Avec le dernier résultat de la question précédente, on a A; = -————. sachant que
p

—1

(2m) =
/P

Finalement, en remplagant A, par sa valeur dans la formule (3), on obtient la formule

(%)-

Ap >0, il vient A4, =

Troisieme partie.

Soit I" la fonction de la variable réelle x définie par

+oo
I(z) = / et at.
0

1- Notons h : Rx]0, +oo[— R l'application définie par h(z,t) = e~ ‘=1
Pour tout x € R, lapplication h(z,-) : t — h(x,t) est continue et positive sur
10, o0l
D’autre part, pour tout € R, On a h(z,t) Kot t*~1 ainsi h(z,-) est intégrable

1
au voisinage de 0 si et seulement si z > 0, et h(x,t) il @) <t2>’ ainsi h(z, )
—4o0

est intégrable au voisinage de +o0o pour tout x.



Il en résulte que la fonction I" est définie sur D =|0, +o0].
On vérifie que h est continue sur 0, +o0o[?, ainsi que chacune de ses dérivées par-
tielles et on a
okh
ok
Considérons un segment [a,b] C D et notons gq;(t) = (t*~' +t*~1)e~". Pour tout
(x,t) € [a,b]x]0,+00], on a

(z,t) > Inf et

k

0] < guslt) et | T3 0)] < max(iint @) 10 st

Comme la fonction gqp est intégrable sur |0, 400, il résulte des théorémes sur la
continuité et la dérivation des intégrales a parametre, sur un intervalle, que I' est
indéfiniment dérivable sur [a,b]. Comme a, b sont arbitrairement choisis sur D, on
en déduit que I' est indéfiniment dérivable sur D.

2- Pour tout x €]0, +00[ et tout n € N* on pose

_ " _ E " x—1
Gn(;v)—/o (1 n) v dt.
1

a) Soit gy (z) = / (1 —u)"u®" ! du pour tout n € N et z > 0.
0
Soit n > 1 et > 0. Par une intégration par parties,
z71 1 T
gn(@) = {(1 - u)n“] +/ n(1 —u)" 1Y du
x 0 0 xz

n
= —Y9n-— 1).
Son-1(@+1)

11 en résulte que pour tout k € {1,--- ,n},

nn—1)...(n—k+1)
zz+1)...(x+k—-1)

gn(x) = Gn—r(z + k).

Par ailleurs, pour tout y €]0, 00|,

t 1
1 1
o) = [ wtdu [u} =2,
0 Yy 0 Yy

n!
i@+ k)
b) Pour n € N*, le changement de variable ¢t = nu donne g, () = n~"G,(z).
En remplacant par la valeur de f,(z), non nulle, on obtient

d'ott g, ()

(n+x)fn(x)

¢) On étudiant la fonction p(x) = €® — 1 — z, on vérifie que e* > 1+ x pour tout
z € R. On en déduit que

Gn(x) =

3

en > 1+

SRS

pour tout ¢ € [0, n].
En élevant a la puissance n, on obtient les inégalités demandées :

t\" t\"
e_t2<1—> et et2<1—|—>.
n n



On en déduit que, pour tout ¢ € [0,n],

oser- (-8 =t 3o - (-5

Soit a € [0,1]. L’inégalité (1 — a)™ > 1 — na est vérifiée pour n = 1.
Supposons-la vérifiée pour n > 1, alors

1-—a)"™ =1 -a)(1l—a)"
>(1—a)(1—na)=1-(n+1)a+na?
>1—(n+1a.

1l en résulte, par récurrence sur n, que l'on a (1 — a)® > 1 — na pour tout
n € N*.
En utilisant la question précédente, on obtient

n 2 2, ,—t
Oget—(l—t) get[1—<1—nt2>}—te .
n n n

Pour z €]0, +o0[, on a

Ce qui donne

+o0 n tm+1e—t
0<T(z) = Gux) < / ettt dt +/ — dt.
n 0

—+oo
L’existence de I'(z) implique que lim / et Ldt =o.
n—-+o0o n

mgrtlet D(z+2
Par ailleurs, / ¢ dt < (z+2) qui tend vers 0 lorsque n — 4o00.
0 n
1l en résulte que nEIJIrloo Gr(z) =T(x).
1 1
D’apres la question 2-, a), on a nli)rf}m Gn(x) = @) ainsi f(x) = ()’
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Exercicen® 1

Ln(1+ x?)
X

On considére la fonction f définie sur R" par: f(x)= , ou Ln désigne le

logarithme népérien.

1. Etudier les variations et tracer le graphe de la fonction f (on précisera 1’allure du graphe au
voisinage de 1’origine).

On peut remarquer que cette fonction est impaire (graphe symétrique par rapport a 1’origine)

et faire 1’étude que pour les valeurs positives. De plus, on peut donc prolonger f par continuité

a I’origine en posant f (0) =0.

2x* —(1+ x*)Ln(1 + x*)
x* (1+x%)

numérateur est nul ou encore 2(t —1) —tLnt =0 en posant t =1+ x>, t> 1.

Soit z(t) =2(t —1) —tLnt=0, z' (t) = 1— Lnt qui est nulle pour t=¢ .

On trouve z(e) = e — 2 > 0 et par exemple z(e*) =—-2 < 0. D’aprés le théoréme des valeurs

La dérivée de f est égale a: f (X)= et elle est nulle quand son

intermédiaires, il existe une unique valeur t,dans I’intervalle ]e,e2 [ qui annule z(t) .
Soit X, = 4/t, —1 . La fonction z est croissante sur intervalle ]0,x,[ et décroissante ensuite.

La fonction f est croissante sur 1’intervalle b,\/e—ll , puis décroissante. D’autre

part, Lim f (x) = 0 et la pente a ’origine est donnée par Limw =0
X

X—>+00 x—0

1
2. Calculer | = Ixz f (x)dx. On calcule par intégration par parties.
0

1 2 L 3 1
I:Ian(1+x2)dx:{X7Ln(l+x2)} —J. X dx=Lnx/§—I(x—
0 0 0

X
dx
o 1+ x? xz)

1+

x> 1 5 l 1
| =Lnv2 | Z——=Ln(+x*)| =Ln2-=
2 2 2

0



3. Soit la suite (u,) définie par: u, =1 et u,,, = f(u,) pour tout entier naturel n strictement
positif.

Etudier la convergence de cette suite et calculer sa limite, si elle existe.

On vérifie facilement par récurrence que la suite est strictement positive.
_Ln(+u})-u;
= m

vers une limite | solution de I’équation : | = f (), car f est continue, avec son prolongement

Ona:u,, < 0. La suite est décroissante et minorée, donc convergente

n

par continuité en 0, d’ou 1 =0

Exercice n° 2

1. Déterminer les valeurs de a et £ pour lesquelles 1’intégrale suivante est convergente :

Ln x|ﬂ
J.(1— X)“

Cette intégrale présente un probléme en zéro pour le numérateur et un probléme en 1 pour le
2 Lnx”

1=%)" dx est convergente en 0 pour tout fet en 1, LnXx~x—1est
—X

dénominateur.
0
convergente en 1 pour a < f+1

1
2. En déduire que | = I

Lnx
2 {(1=%)

dx est convergente et calculer I.

L’intégrale est convergente d’apres la question précédente. On pose t =+/1-X
1 1 1
| = 2J.Ln(l—t2)dt = 2ILn(l—t)dt+2_[Ln(1+t)dt , puis en posant U=1—t dans la
0 0 0

premicre intégrale et U =1+t dans la deuxieme intégrale, on obtient | =4(Ln2-1)

Une primitive de Lnx est XLnx-X.



Exercice n® 3

1. Etudier la convergence de la suite (U, )de terme général u, = J.X (Lnx)"dx
1

e
Solution : u,,, —U, = Ix(Lnx)” (Lnx—1)dx < 0. La suite est décroissante et minorée par zéro,
1

donc elle converge.

1
2. BEtudier la convergence de la suite (V) de terme général v, = I x" Ln(x + 1)dx
0

1
Vo, —V, = jx” (Xx=1DLn(x+1)dx <0 et la suite est décroissante, minorée par zéro, elle
0

_Ln2 1 j~x”+'

converge. On a, par intégration par parties : V, = - dx qui tend vers zéro.
n+1 n+17J1+x

0

Exercice n®° 4

Soient E =C'(R,R)et F ={f cE / f(0)= f'(0)=0).

1. Montrer que F est un sous espace vectoriel de E.
Evident.

2. Déterminer un supplémentaire G de F dans E. Les fonctions h de E qui ne sont pas
dans F vérifient h(0) =0 ou h'(0) # 0. Par exemple les fonctions constantes et les
applications linéaires sont ainsi.

Soit G = {f eE/ f(X)=ax+ b}. Montrons que G est un supplémentaire de F.

Soit f € F NG, alors f(x)=ax+b, f(0)=b, et f (0)=a.Donc a=b=0 (car f € F)
et I’intersection est réduite a zéro.

Soit he E, onpose : f(x)=h(x)—h(0)—h'(0)xet f e F.Etla fonction

g(x) =h(0)+h'(0)x appartienta G et h=f +g.

L’espace G est engendré par les fonctions e, (X) =1 et e,(X) = x et donc G est de

dimension 2.

3. Soit la fonction h définie par : h(x) = x*> + x+1. Quelle est sa projection orthogonale
sur G ?
On peut se restreindre a I’espace vectoriel des fonctions du second degré et
naturellement la projection de h sur G est la fonction x+1 (on peut le vérifier avec la
matrice de la projection orthogonale sur G).



Exercice n®°5

X

: h f.(t .

Soient f (X) = I (1-t*)"dt et F (x)= Ifn—8dt ou N est un entier naturel et X un nombre réel
0 0 'n

strictement positif.

1. Calculer f (1)

() =[ta-ey ] +2n[ea-t)y"dt=-2nf,m+2nf, )

n | 2
Et f ()= 2_n f,, (1) etonobtient: f (1)= m
2n+1 2n+1)!
1 1
2. Montrer que .!)'( f.()-f (1)dt= TS,

1 B T RN SR Co ) L DA BRSO Co )
!(fn(l) fn(t))dt—ﬂ(l x*) dxdt—zgcn k+1et](:(1 X) dx_(nH)_Zk:Cn

1
2(n+1)

1
En conclusion [ (f, (1)~ f,()dt=
0

3. Etudier la suite (u,) définie par: u, =1-F_ (1)

. :jfn(l)—fn(t)dt: Lo
T f fo) 2(n+1)

On vérifie que U,,, = u, et la suite est décroissante et minorée par zéro, donc elle

2n+4
converge.

Exercice n° 6

Soit A une partie non vide de R*et ae A. On pose,
T(Aa)={ueR?/3(x,) e A 34, >0, x, >a, 4 (X, —a) > U}

1. Montrer que (0,0) e T(A,a)

I1 suffit de prendre X, =a et 4, =1.



2. Montrer que T(A,a) estun ensemble est stable par homothétie positive.

Soit ueT(Aa), Vu>0, ud (X,—a)— uu et uueT(Aa), donc cet ensemble est
stable par homothétie positive.

3. Montrer que T (A, a)est un ensemble fermé de R>.
Soit U' une suite de points de T(A,a)et u=Limu'. Comme u' €T(A,a), 34, >0,
X eA, x;—>a,

Ay (X —a)—>u'. Pour tout n, 3k, >0 tel que | A, (X, —a)—u"

1 n
<— etalors x,—a,
n

A (Xp —a)—>Uet UeT(A,a), ce qui montre que T (A,a)est un ensemble fermé de R>.

4. Montrer que T(A,a)est un ensemble convexe de R*si Aest une partie convexe

I(u,)eA 34, >0,u, > a, 4,(u,—a)—>u
A\v,)eA Ja, >0,v, > a, a,(v,—a) >V et
A4,U, —a)+(1-Da,(v,—a) > Au+(1-A)v.

Par ailleurs,

AU, +(1-Dea,Vv,

ﬁ’ﬁ’n(un _a)+(1_i)an(vn _a):(ﬂ/ln +(1_/1)an)( AL +(1—l)6¥

—a) ou encore,

AA,(U, —a)+(1-A)a,(v,—a)=L4,(w, —a) avec
B,(w,—a) > Au+(1-A)v,
W, € A, car Aest une partie convexe de R,
W= AAU, + (1= Vv, a
n A +1-Da, car ||Wn —a||£ Max(“un —a

2

v, — a||).

En conclusion AU+(1-A)veT (A a)
5. Soit A=R" xR", expliciter T (A,a) pour a=(0,0).

On vérifie facilement que T(A,a)=R" xR"



6. Soit A={(x,y)eR*/x20,y>0,y>x*, x>y}, expliciter T(A,a)pour a=(0,0).

Soit u=(X,y)eT(Aa),
3(X,,y,)eA I, >0,x >0,y >0,y =X, X 2y AX >XAY =Y

n <

En multipliant par A, les inégalités, on obtient :

Y. 22X = A (Y, —X)>0=A4 Yy, —A X X >0et par passage a la limite, y>0. De méme,
X>0. On a donc T(A,a)c R"xR" . Réciproquement, on pose, pour (X,y)e R"xR",
X, =X/Nny,=y/n,A, =net on vérifie que cette suite (X,,Y,) appartient a I’ensemble A pour

n grand.



